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一说法仍然是对数学的一个中肯而又相对来说易于为公众了解和接受的概括，科 
学地反映了数学这一学科的内涵.正由于忽略了物质的具体形态和属性、纯粹从 
数量关系和空间形式的角度来研究现实世界，数学表现出高度抽象性和应用广泛 
性的特点，具有特殊的公共基础地位，其重要性得到普遍的 认同. 

整个数学的发展史是和人类物质文明和精神文明的发展史交融在一起的.作 
为一种先进的文化，数学不仅在人类文明的进程中一直起着积极的推动作用，而 
且是人类文明的一个重要的支柱.数学教育对于启迪心智、增进素质、提高全人 
类文明程度的必要性和重要性己得到空前普遍的重视.数学教育本质是一种素质 
教育； 学习数学，不仅要学到许多重要的数学概念、方法和结论，更要着重领会 
到数学的精神实质和思想方法.在大学学习高等数学的阶段，更应该自觉地去意 
识并努力体现这 一点. 

作为面向大学本科生和研究生以及有关教师的教材，教学参考书或课外读物 
的系列，本丛书将努力贯彻加强基础、面向前沿、突出思想、关注应用和方便阅 
读的原则，力求为各专业的大学本科生或研究生（包括硕士生及博士生）走近数 
学科学、理解数学科学以及应用数学科学提供必要的指引和有力的帮助，并欢迎 
其中相当一些能被广大学校选用为教材，相信并希望在各方面的支持及帮助下, 
本丛书将会愈出愈好. 


李大潜 

2003年 12月27 口 



前 言 


解析几何与高等代数是大学数学的两门基础课.它们分属几何与代数两大学科， 
各有独立的教学体系，彼此之间又有着密切的联系.近年来，国内外很多学者都在 
尝试将这两门课合并为一门课的教学改革.中山大学数学与计算科学学院从1999 
年开始把这两门课合并成“几何与代数”.过去单独讲代数课时,主要着眼于代数 
知识内在的联系，几何只是作为例子对代数理论作直观 说明； 而讲几何课时，代数只 
是作为方法或工具直接加以引用.通过两门课的结合，我们进一步认识到，代数理论 
来源于几何问题，从几何的角度思考代数可以深化我们对代数的理解.该课程课时 
被缩短为一年 （16 x 6十20 x 5 = 196) •由于解析几何与高等代数在数学学习中的基 
础地位，我们不愿减少教学内容或降低要求和难度.因此我们试图对这两门课的内 
容作统一 安排. 本书的初稿是作为“几何与代数”课程的教材编写的，几经试用及修 
改后整理成书. 

本书的基本内容涵盖了原解析几何与高等代数课程的教学内容.全书共分八章 
和一个附录 • 第1、2章在3维空间中引入向量与坐标，研究甲面、直线、二次曲面 
的方程及其几何性质，并且初步讨论点变换的简单性质.这里强调向量与坐标变换 
的方法.第3、4章以3 维 空间为背景引入线性空间的概念，研究在有限维向量空 
间中引入坐标的可能性，即基的存在性和维数不变性，初步讨论线性映射的基本性 
质,具体讨论由到 F - 的线性映射，即矩阵运算、线性方程组和行列式等内 
容.这里强调线性空间的一般性以及一般理论在情形的具体化.第5、6章介 
绍多项式的根与整除性的基本知识,并且按照坐标化的思想引入线性映射的矩阵表 
示，研究基变换 F 线性映射的矩阵变化规律以及矩阵的等价与相似标准形.第7、8 
章介绍双线性函数与二次型、欧氏空间与酉空间的基本理论,导出矩阵的合同与正 
交相似标准形，并且引入仿射与射影空间的基本概念，将线性代数还原为几何.附 
录中简单介绍算术与代数基本定理，并引入群、环、域等代数基本概念. 

本书前四章足够第一学期之用，后四章足够第二学期之用 • 具体教学中可以根 
据课时和学生的程度灵活处理教学内容.例如，可以将 3.4 节放到 6.1 节的后面来 
讲,第八章可作选讲内容.本书也可以作为线性代数或高等代数课程的教材使用，内 
容包括第3章至第7章，第1、2、8章供学生参考. 

本书力求揭示知识间的内在联系.线性代数各知识点之间的关联错综复杂，逻 
辑上，我们可以从任一点出发推出全部理论，这就是为什么各教材之间逻辑体系不 
一致的原因.线性代数用多种不同的语言说着同一件事情，这正是初学者感到困难 
的主要原因之一.实际上，线性代数的本质在于线性二字，抽象地说，它是关于线性 



空间与线性映射的理论，具体地说，它研究向量、矩阵、坐标和坐标变换，它用最简 
单的方法研究最简单的现象.但是，简单的道理无处不在，有时会变得难以捉摸.例 
如，相容线性方程组的主变量数加上自由变量数等于总的变董数，这一明显的事实 
常以不同面目出现，如线性映射的像与核的维数定理、线性方程组解的结构定理、 
同态基本定理、子空间与其零化子的维数关系等. Gauss 消去法既是求线性映射的 
原像问题的具体化,又是仿射坐标变换的形式化.为了看清楚几个平面的相交情况， 
几何上,是作仿射坐标变换,使各平面处于容易被观察的位置，代数上，就是作初等 
变换，将矩阵化为简单形式.例如，要了解一个图形，如二次曲面，当然最好是把它 
摆在标准位置，此时它的方程就有简单形式.这个浅显的道理表现为对称矩阵的合 
同对角化、二次型或相应的对称双线性函数在仿射坐标变换下的标准形问题;在直 
角坐标系下，则表现为对称矩阵的正交相似标准形、二次型或相应的对称双线性函 
数在直角坐标变换下的规范形式问题，由此引出特征值与特征向量的理论.类似地, 
矩阵的等价、相似、合同标准形及各种矩阵分解也都是坐标变换的问题.几何问题 
向董化、向量问题坐标化、坐标问题标准化,这应该就是本书所涉及的主要思想.表 
面上，解析几何的大部分内容被线性代数所 S 盖.实际上,后者也可以看成是前者的 
形式化，它的大部分思想都来源于前者.从历史发展角度看，解析几何先于线性代 
数,这当然反映了人类思维发展的规律，即几何直观先于抽象概念.本书在内容上 
偏重代数，在思想上偏重几何，在教学上主张从几何到代数再回到几何. 

在过去的教学中，经常与同行老师讨论数学教学问题、和各届学生讨论数学学 
习问题，留下了许多愉快的回忆.借此机会,向他们表示 感谢. 本书的编写和出版得 
到了学院领导的关心、理解和支持,以及国家自然科学基金 (60575004) 和中山大学 
教务处的部分资助.在此一并表示感谢.本书花费了作者大 M 精力和心思，但在许 
多方面还有待今后进一步改进.书中错误和不当之处，望同行和读者批评指正. 


胡国权 
2006年8月 
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第 1 章向童、平面与直线 


本章主要介绍几何向量及其运算性质，并结合坐标方法讨 论关于 空间中平面和 
直线的几何问题，为向 M 空间理论提供直观的背景.本章内容既是解析几何的重要 
组成部分，也是学习线性代数的基础. 


1.1 向量的线性运算 

l . i . i 加法和数乘 

向量是 描述空间中两个位置之间的差別或位移的基本几何量.它的物理背景 
是那些既有大小又有方向的物理童，如位移、力、速度等. 

我们用有向线段来直观地表示向 M . 所谓有向线段就是确定了端点顺序的线 
段.如图 1.1 ， 设 p 和 g 是空间中两个点.以 p 为始点， g 为终点的有向线段用线段 
列和由 p 指向 g 的箭头表示，记为河.但是作为向河的本质是河的长度和方 
向，即线段网的长度和由 p 指向 g 的方向.换句话说,长度相等且方向相同的两个 
有向线段表示同一个向童，或称这两个向 M 相等.如图 1.1, 设 pqrs 是平行四边形, 
则向量河与奸相等，记为河==奸.在这个意义下，向量也叫自由向 M . 



p 


图 1.1 

在一般的讨论中，按通常习惯，我们用 5、 义 5 等表示向童.向量 3 的长度记 

为间 • 

接连两次位移的结果仍是一个位移，点 P 经过位移3到点 g , 点又经过位移 
b 到点 r ， 合起来的效果就是从 p 到 r 的位移. 

定义 1.1 设孓 f 是向量，在空间任取一点 P ， 作河= 5， qf = b y 称以 p 为始 
点， r 为终点的有向线段铲所表示的向 M ?为向最3与《的和,记为5= 5+ &称 
此运算为向 tt 的加法，参见图 1 . 2 . 
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以上定义的求和方法叫三角形法则.定义是合理的，即与点 P 的选取无关.事 
实上，若取另一点作界= ^ =炙则由向暈的定义和平行四边形定理知，四 

边形邱义七和 qfr ’ r 都是平行四边形，因而 pp ’ r ’ r 也是平行四边形，所以反= 
参见图 1.3. 我们也可以从一点 p 同时作河= 5和诗=&以 pg , ps 为边得一平 
行四边形 pqrs y 则穷就是3与 S 的和，这称为向量加法的平行四边形法则，参见 
图 1.4. 



图 1.2 



为了计算方便，我们引进零向量与负向量的概念 • 

长度为零的向量叫零向量，记作 0. 零向量的始点和终点重合，没有确定的方 
向，规定可根据需要取任意方向. 

与向量？等长而反向的向量称为$的负向量，记作-&把一个向量的始点和终 
点互换就得到原向量的负向量，即菏=_ 茆. 显然， 

-(- 6 ) = b. ( 1 . 1 ) 


利用负向暈的概念，定义向量的减法 如下： 

a-6 = a +(-6). (1.2) 


向量的加法具有和实数加法同样的运算性质. 

定理 1.1 向量的加法满足下列基本性质：对任意向量3,有 

1) 5+6 = 6 + a , 2) (a + 6) + c == a - f (6 + c ), 

3) a 4*0 = a , 4) S + (— 5) = 0. 

证 1) 如图 1.5, 作萍 = 5, 河 = 汾 = 沃则 0 = 3, 由定义， 

a + 6 = o^-hp5 = o5 = o?-l-r5 = fc + 5. 

2) 如图 L 6, 作净= 3,河=《，获=?，根据定义， 

两=亦 + 河 = 5 + 6 ， pf = p^^qf = b + c^ 






向量的线性运算 


p b Q p b q 



图 1.5 图 1.6 


因此， ( a - hb)-{-c = d^-\-qf = o ^ = dp - hp ^~ a - i -( b -\- c ). 

3) 作亦== 3,茄= 0,则0 + 3 =胡+昂=昂= 5. 

4) 作河= 5,则孩=—3,于是3 + (- S ) = p^-{-qp = pp = 0. □ 

对于方向相同或相反的两个向 M ， 它们的方向关系可以用正负号来表示，长度 

之间的关系可以用倍数来表示.因此，两个方向相同或相反的向 M 之间的关系可以 
用一个实数表示出来.这是两 个向量 间一种基本的关系.我们定义实数与向量的乘 
法运算如下 • 

定义 1.2 设 A ; 为实数，5为向量， 定 Xk 与 S 的乘积是一个向量，记为 A :5, 其 
长度为 | fc 5| = | fc ||5|， 其方向当 fc > 0时与5相同，当 fc < 0时与5 相反. 称此运算 
为向童的数暈乘法，简称数乘. 

数乘的定义蕴涵任意实数乘零向量或数零乘任意向量都是零向董，即 

0 a = 0 = k 0. (1.3) 

又由实数性质知，反过来也对，即对任意向量 S 及任意实数 fc ， 

ka = 0 当且仅当 fc = 0 或 5 = 0. (1.4) 

定理 1.2 对任意实数和任意向量5,有 

1) 15 = 5, 

2) k ( la ) = ( kl ) a . 

证 1) 是显然的，由数乘定义即得. 

2) 当5 = 0或 W = 0时，等式两边都是零向 M ， 因而相等.一般情况,按数乘的 
定义， \ k ( la )\ = _3卜 | fc |(|/|| a |) = | fc /|| a | = |( W )5|, 即 ( kl )5 与 k ( M ) 有相同的长 

度. 再看它们的方向.当 W > 0时，等号两边向鼋都与 S 同向，当 W < 0时，等号两 
边向景都与3反向. 口 

由定义易知，（- 1)5= -5. 由定理1.2,对任意向量5及实数 A :， 有 

(一 k ) S =-( JcS ). (1.5) 

长度为1的向景叫做单位向量.若向量5非零，则间是和5同向的单位向 
量，记为5°，称 S 0 为3的单位化，即 

5° =(间- 1 )^ 


( 1 . 6 ) 




因此， 若石与 s 同向或反向，则（当5, 5 同向时取“+”，反向时取“一”) 

S = 士闷5° = ( 土间间 -1 )5. (1.7) 

定理 L 3 对任意实数 fc ， Z 和任意向量3,豕有 

1) ( A ; 4- l)a = kS + IS , 2) k(a H - b ) = fca + kb . 

证由 (1.3) 式知，只需考虑非零向董或非零数的情况. 

1) 若 fc > 0,且 Z > 0,则 （fc + J )5, 都与 5 同向，且 

\ka + la \ = \ ka \ + \ la \ ^ (\ k \ ^ | i |)|5| = |(fc + l ) a \ } 

此时等式成立.其他情形可通过移项化为已证情形，例如，若 fc >0， f <0, 而 fc + Z > 
0,则 （fc + 1)3 -f (-/)a =(* + / + {- l))a = fcS ， 又由 (1.5) 式得(一 Z )3 = 一 13 ,于是 
(k + l)a = fca 4 - la . 

2) 如图 1.7, 任取点0,作萍 = 5,河 =? ，及 o ;/ = fc 5, pV = 仏 若0, P ， Q 在一 
直线上，由 （1.7) 式，存在实数 Z , 使得6=问由定理 1.2 及已证的 1) 得 

fc(a - I - b ) = k { la ^ la ) = fc((l + l ) a ) = ( fc(l + l))a 

=( A : + kl)a = ka - {- ( kl)a = ka -\- k ( la ) = fca -f kb . 

若 o , p , q 不共线，由相似三角形定理， 匕 opq 与 AopY 相似，因而 W = A : 两，即 

k(a -f 6 ) = ka -\- kb . □ 

由于向量加法满足结合律，所以多个向量相加，不必加括号指明相加的次序.利 
用三角形法则求多个向童之和，只要将代表它们的有向线段首尾相接，则分别以第 
一个向董的始点和最后一个向董的终点作为始点和终点的有向线段就是这些向量 
的和. 例如，如图 1.8, ai - I - 02 + * * * + 07 = a . 



图 1.7 图 1.8 

我们将空间中全体向量组成的集合记为 FA 向 M 的加法和数乘运算统称为 E 3 
的线性运算.定理 1.1 〜 定理 1.3 是向童线性运算最基本的性质.从证明过程可知，这 
些简单的运算性质实质上是以向量形式表达基本的几何定理，如平形四边形定理， 
相似三角形定理等.相应地，将空间全体点组成的集合记为五 3 . 



1.1 向最的线性运算 


设 5 i ， …，‘ 是一组向童， k u …， k n 是一组实数，则 

k\Si -f * • • 4- k n a n 

是一个向量，称它为向量组…，心的一个线性组合，称幻, • • •，心是这个线性组 
合的系数.如果向量？等于向童组 ‘…， a n 的一个线性组合，也称向量 S 可由向 
M 组 A ，…，‘线性表出. 

1.1.2 共线与共面 

将一个向量的始点移到某一直线（平面)上，如果它的终点也位于此直线（平面) 
上，那么就称该向量与该直线(平面）平行,平行于同一直线（平面）的一组向量称为 
共线的或平行的（共面的). 

显然，零向量与任意向量共线;共线的向嵩组一定 共面； 两个向最总是共面的. 
由加法和数乘的定义， 一 个实数 fc 与一非零向童5的乘积和5共线，两个不共 
线向量5和 S 的任意线性组合紐+ $与5, f 共面.反过来， （1.7) 式表明一个非零 
向量通过数乘可以得到与之共线的所有向爐.下面要证明：两个不共线的向量通过 
线性运算可以得到与这两向量共面的所有向董；三个不共面的向量可以通过线性运 
算得到所有向 M . 

命 H 1.1 若向董 S 非零,向董 f 与5共线,则存在唯一实数 A :， 使 f = fc 5. 

证 由 （1.7) 知，存在实数 fc , 使 f = fc 5. 若还有实数 V ，使 f 则 

(fc — k f )a = 0. 因5# 0,故 fc — fc ' = 0,即 A : = fc ’. □ 

命 jgl .2 若向 M 5, f 不共线，向量5与5, 6共面，则有唯一的实数对 fc , /，使 
得 f = fc 5 + /?. 

证留作 练习. 口 

定理 1.4 如果向量5, & ?不共面,那么，对于空间任意向 M d "； 存在唯一的实 
数组 fc , l y m , 使得 d = ka -\- lbme . 

证 如图 1.9, 过空间一点 o 作直线 ra ， oy ， 02分别平行于向量3, &己 因为这 

三向量不共面，故直线似， ay , 02：不在一个平面内.以0为始点作向量 (?= 魂过 p 

作平•行于？的直线，交/平面于点 (?; 再过点 g 作平行于^的直线，交直线似于 

点 r . 由加法定义，有 _ 

(?= 碎;=:贫+ 0 +游， 

又因为贫，茚，茆分别与5, ？，5共线，根据命题1.1，存在实数 fc ， Z ， m ， 使得抹= 
ka , = lb } qp = me . 因此 d = fcS + $ + me . 

再证 fc ， Z，m 由 cT 唯一决定.设 c ?= + $ + mf = fc ’5 + /’f + m ’?， 贝 lj 

( k - k f )a + (， 一 Z’f + (m — m ’)？ = 0， 

如果 fc - V / 0,那么 5 可以由& ? 线性表出，这与5, ?，？不共面的事实相矛盾，所 
以 fc — fc ’ = 0,同理可得 Z - Z ’ = 0, m — m ’ = 0. □ 
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推论 1.1 向 M 5, f 共线，当且仅当存在不全为零的实数 fc , i , 使得 ka^lb = 0; 
等价地，5, S 不共线，当且仅当由 A:S + 6 = 0可推出 fc = Z = 0,其中*:， Z 为实数. 

证设5, S 共线.如果5 = 0,则有15 + 0$ = 0. 如果5 # 0,则根据定理1.4, 
存在实数 fc , 使得 f =喊即+ (-1)6 = 0. 反之,设有不全为零的实数 fc ， Z , 使得 
fca + $ = 0,不妨设 Z / 0,则 f = 一 | 5,即5, f 共线. 口 

推论 1.2 向 M 5,汊？共面，当且仅当存在不全为零的实数 fc , Z ， m , 使得 ka+lU 
mc = 0; 等价地，孓汊？不共面,当且仅当由 ka + lb-{-mc = 0 可推出 fc = / = m = 0, 
其中 fc , /， m 为实数. 

证留作练习. 口 

例 1.1 设 Pi ， P 2 为空间中两个不同 的点. 证明：点 P 在直线 PIP 2 ±,当且仅 
当存在实数使得 


op = kiopt -I- k20p2 ) fci + A；2 = 1 ， ( 1 . 8 ) 

且 P 位于线段 Pl P 2 上，当且仅当心，匕 > 0, 其中 0 为任意取定的 一点. 

证因 P 1 P 2 ^ 0,若点 P 在直线 PlP 2 上，则向量兩与 PlP 2 共线，由命题1.1， 
存在实数 *：，使碰= A ： PlP 2, 即碎一项？ = k ( dp 2 - Opi) y 令 = 1 - fc ， A ；2 = fc , 代入 
前式中即得 (1.8). 如果 P 在线段 Pl P 2 上，则 


0 ^ fc = 


\piP2\ 


<1， 


此时 fci ，*2 > 0. 反之，若有实数幻， fc 2 , 使 (1.8) 成立，则 

op-op{ = k2(dp2 - dpi), 


即财= k 2 PiP 2 y 因此，碰与可贸共线，点 P 在直线 P1P2 上•若 fcl，*2 > 0,则 
0彡 fc 2 < 1，此时 P 在线段 P 1 P 2 上. 


向量的线性运箅 


例 1.2 三点 Pl ， P 2, P 3 共线，当且仅当存在不全为零的实数使 

k \ ap { -h k 2 op 2 H - & 兩= 0，且 fci + fc 2 + 於3 = 0， (1.9) 

其中 o 为任意取定的一点. 

证必要性.由点列， P 2, 仍共线得向量两贸与巧贫共线，于是有不全为零 
的实数 &2, A ：3, 使得 *2 PlP 2 + k 3 piP 3 = 0,因而 k2 { dp2 - ^ l ) M 碗一兩 ） = 0,即 
一 ( A ；2 + ks ) dp { + k 2 dp2 -h ksdps = 0. 取 fci = -( k 2 + k 3 ) 即得 （1.9) 式. 

充分性•由 (1.9) 式得 一 ( A ；2 + *3) 萌 + k 2 op 2 4 - 碗= 0,即 

^2Plp5 + fc3PlP3 = 0, 

且 k 2 y k 3 不全为零，从而 m , pm 两向董 共线，所以 pup 2. ps 三点共线. 

例 I . 3 用向董法证明 Menelaus 定理：设仍，仍， p 3 是三个不共线的点，点 
QU 92, Q 3 依次在直线 P2P3 , P 3 P 1, _ PlP2 上（都不 同于； > 1 , J > 2 , P 3), 且 

= kiq^p2, mi = ^251?3, P302 = k 3 g2Pi^ 




Pi 


图 1.10 


Pi 


《3 
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1.2 基与仿射坐标系 

引入坐标系，定义向 M 和点的坐标，能更有效地进行向景运算，用代数方法解决 
几何问题.定理 1.4 给我们在空间中定义坐标系提供了依据. 

1.2.1 向置的坐标 

由定理1.4,取定三个不共面的向量以后，任意向量都可表为这三个向 M 的线性 
组合，且表法唯一.因此，每个向量对应一个唯一确定的有序三元实数组.反之 ，一 
个有序三元实数组确定一个向量，对应给定的数组. 

定义 L 3 空间中任意三个不共面的向量^^ ☆ 构成的有序组称为一个基， 
记为问，心， &)• 对于空间中任意向 M 订，若 

v = xei -f ye 2 -f ^e 3 , 

则称有序三数组 ( x , y , z ) 为 IT 在基闷，⑸下的坐标. 

取定基⑹， 6 ). 设向量 S 和？的坐标分别为 ( ai , a 2 , a 3 ), ( 61 , 62 , 63 ). 由向量 
坐标的唯一性知， S = b 当且仅当 ai = ^ a 2 = 6 2 , ci 3 = 由向量的线性运算性质， 
得 

a + 6 =a\e\ -f a 2 e2 -h a 3 e 3 -f 61 ei -f 62^2 -f- 63^3 
=(ai + fri)ei -I- («2 -I- 62)6 + (a 3 + ^3)^3, 

且对任意实数 A :， 有 

ka = fc(aiei -f- (12^2 + 0363) = ka\e\ 4 - ka^2 4 - ka^e^ 

我们将全体有序三元实数组构成的集合记为 R 3 , 即 

R 3 = {(x.y.z) : x,y,z e R}. 

定义三元实数组的相等、加法与数乘运算如下： 

(xi,x 2 ,a ； 3 ) = (2/1, 2/2, 2/3) ^ Xi = yi, X 2 = V2, Xz = V 3 y 

(xi 1 x 2l x 3 ) 4 - (2/1,2/2^3) = (^1 + 2 / 1 ，工 2 + 2 / 2 , 3：3 + 2 / 3 )， 

k(Xi,X2yXs) = (fexi, A ； X2,fcX3), fc 6 R • 

于是，向量的和，对应坐标 的和； 数乘向 M ， 对应数乘坐标. 向董的 运算转化为三 
元数组的运算.三元数组的运算正是空间向量运算的反映，因而它们也具有定理 
1.1 〜定理 1.3 中的运算性质（也可直接验证)，所以我们也称 R 3 中的元素为向量. 
特別地，将 R 3 中的零向14 ( 0 , 0 , 0 ) 也简记为 0 . 取定一个基，我们就在 E 3 和 R 3 


( 1 . 10 ) 

( 1 . 11 ) 

( 1 . 12 ) 

(1.13) 


1.2 基与仿射坐标系 
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之间建立了一个 一一 对应. 意义明确时，就可以将向量与它的坐标等同起来，即 

(xi,x 2 ,x 3 ) ：= xiei 4- x 2 e 2 + x^e^. 

由推论 1 . 2 , 向董 5, g 共线，当且仅当存在不全为零的数 fcj ， 使得 

/c(ai,a 2? a 3 ) 4- l{b\,b 2 ,b3) = 0. 

因此，向 M 5, f 共线的充要条件是对应坐标成比例，即 

ai : a 2 : a3 =卜 ： h : 63 . (1-14) 

向量5, & 5共面，当且仅当存在不全为零的数 fc ， 〖， m ， 使得 

fc(ai ， a2 ， a 3 ) + /(61,62,63) + m(ci ， C2 ， c 3 ) = 0. 

因此，向量 S ， & 5共面的充要条件是下列三元一次方程组有非零解： 

{ a\x -f- 612/4- c\z = 0, 

a 2 x + 622/ + c 2 z = 0, (L 15 ) 

a 3 x -f bsy -f- c 3 z = 0. 


1.2.2 点的坐标 

固定空间一点一个点 p 确定一个向量坏，一个向 M ^也确定一个点 p ， 使 
ap ^ v . 也就是说，通过点 o , 我们建立了点与向量之间的 一一 对应 • 因此称 向董茚 
为点 p 的位置向薰.可以用向 M 茚的坐标来定义点 P 的坐标. 

定义 1.4 一个点0 和一个基 （ A , A ， 石）合在一起称为一个仿射坐标系或标 
架，记为 ( o ; e 1 ? e 2 , e 3 ). 0 叫做原点，石，各，石叫做基向量. 

定义 1.5 设 ( o ; e u e 2 l e 3 ) 是一个仿射 标架. 对空间中任意点 P ， 其位置向量茚 


在基 （ e — ^ 下的坐标 ( x , y , z ) 称为点 p 在仿射标架下的（仿射) 

坐标，此时记 p 点为 p ( x , y , 2 ). 任意向量 f 在基（^ 1 ，&， ☆) 下的坐标也称为订在仿 
射标架 ( o ; ei , e 2 , e 3 ) 下的坐标.参考图 1.9. 


换句话说，点 P 或向 M 存在仿射标架 ( o ; ei , e2 , e 3 ) 下的坐标等于 { x y y , z ) 就意 


味着如下等式 


ot> — xe\ -f ye2 + zez = v. 


因此,取定一个仿射标架 ( o ； S x , e 2 , e 3 ) 以后，我们在点的集合芯 3 、向 M 的集合 E 3 与 
有序三数组集合 R 3 之间建立了 一一 对应关系.不仅如此，这种对应关系还和向世的 
线性运算保持 一致. 但是，向 M 的坐标和原点无关，点的坐标与原点 有关. 对于同一个 
基，取不同的原点得到不同的仿射标架，同一个向暈在这些坐标系中的坐标是相同 
的，而同一个点在这些坐标系中的坐标是不 同的. 虽然如此,但坐标和向量的线性运 
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算是保持一致的.向量由始点和终点确定，因此向量的坐标也应能由两端点的坐标 
确定.事实上也正是如此.例如，设点 P 和点的坐标分别为 ( x u x 2 , x 3 ), ( yi , 2/2, 2/3), 
由河=菏-碎，河的坐标等于对的坐标减去昂的坐标，即 ( yi - xi 1 y 2 - x 2 , y 3- x 3 ). 
因此，向量的坐标等于终点的坐标减去始点的坐标. 

给定仿射标架 ( oje ^ e ^ ea ). 经过原点 o , 依次以4 A 为方向的有向直线 
分别称为: r 轴、 y 轴和2轴，都称为坐标轴.由两个坐标轴决定的平面叫做坐标平 
面,它们分别是 m 平面.每个坐标平面把空间分成两部分，三个坐标平面把 
空间分成八部分，叫做八个卦限，如图 1.11. 同一卦限内点的坐标的符号是不变的, 
参见表 1.1. 若基向量禺按右手排列，即它们依次对应着右手的拇指、食指、 
中指，则称 (o;e u e 2 ,e 3 ) 为右手标架，称 (e u e 2 ,e 3 ) 为右手基，参见图 1.12 与图 1 . 13 . 
除非特别声明，总采用右手标架. 



右手标架 


图 1.12 



左手标架 



图 1.13 


表 1.1 


卦限 

坐标 

■ 

■ 

hi 

■ 

■ 





n 






mi 



mm 



■ 

n 





mm 

■ 

■■ 

a 

■ 



mm 


如果所讨论的向 M 是共面的，就可以看作同一个平面上的向董，那么只要在这 
个平面上取坐标系就 行了. 根据命题 1 . 2 ,平面上一点和两个不共线的向童就构成平 
面上一个仿射 标架. 向量和点的坐标可以同样地定义.当然也可把这个平面取作 : ry 
平面,把平面上的情形看作空间中的特殊情形，这时所讨论的向量的第三个坐标都 
是 0 . 同样,根据命题 1 . 1 ，也可定义直线上的坐标系. 

例 1.4 点 r 分有向线段莳成定比 fc ， 即疔 = (fc # - 1 ), 在仿射标架中，已 
知 p ( ai , 02 , 03 ), 9 ( 61 , 62 , 63 ) 和 fc , 求 r ( ci , c 2 , c 3 ). 

解由声=得贫一萍= k ( o ^ - of ), 于是 





1.3 向量的内积与外积 


• 11 • 


用坐标代入得 


因此， 


of 


1 


1 + A : 




(Ci ， C2 ， C3) 


ai + A:6i a2 + kf>2 as + kb^ 

1 + k , 1 + fc ’ 1 + fc 


cii + kbi — 0 0 

Ci = ~ TTT , 卜 1 ， 2 , 3 . 


定比*也称为三点 P , (?, r 的简比，记为 ( p , g , r ). 若 k = l , 得线段 M 的中点坐 
标计算公式： 

c< = 孓 ⑷+ ~)， i = 1 , 2 , 3 . ( 1 . 16 ) 

要用向量法和坐标法解决平面几何问题,就在平面上建立坐标系.取平面 tt 上 
一个仿射标架 ( o ； ei , e2 ). 设 tt 上点 pi , /? 2 , P 3 的坐标分别为 （ ai ， bi )，( 02 , 62 ), ( 0 - 3 , h )> 
则点 Pi , 仍， P 3 共线，当且仅当向量历坑，历贸共线,当且仅当存在不全为零的数 fcj 
使得 km + / pip $ = 0 , 当且仅当 

(ai - (23)(&2 -& 3) = (叱 一 a3)(fei - i>3). (1*17) 


例 1.5 用坐标法证明 Menelaus 定理（参考例 1.3). 

证取仿射标架 ( pi ； PiP $, PlP 5 ), 三点奶，妇 ，仍 的坐标分别为 

因此，由 (1.17) 式得，三点仍，奶，奶共线的充要条件为 

(j^i _ i _ v_i _^ W - -M (- 丄) 

\ 1 -h A：i 1 -I- / V 1 + % 1 + / \ 1 + A；2 / \ 1 -H A；2 / 

上式等价于 = -1. 


1.3 向量的内积与外积 

欧氏几何学中关于长度、面积、体积、角度的基本定理可以用向量的内积和外 
积运算来表达.下面我们来讨论内积和外积运算的基本 性质. 

1.3.1 投彩 

设 3 , f 是两个非零向量，将它们表示在同一始点 o , 设茚= 5 ,且荈=&称介 
于 0 与 tt 间的角 Zpoq 为 S 与 i 的夹角,记为 Z ( a , b ). 显然这个角与点 0 的选取，及 
3 , 6 的长度和顺序都无关. 
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当 0 = f 时，称5与 S 垂直（或正交)，记为 a ± b . 

如图 1.14 ，设/ 为一直线， g 为空间中一点，过点 g 作一平面与直线€垂直，且 
交{于心我们称点 〆 为点 g 在直线€上的垂直投影. 



图 1.14 


定义 1 . 6 设5是一个非零向量， S 是一个 向量. 作茚= S ， 荈=&点 g 在 op 
所在直线纟上的垂直投影为 A 我们称^为 S 在5上的正交投影或内射影，记为 
pr a ( 6 ), 称 W 为？在 S 上的外射影 • 

因 o / g 为直角三角形，易见 

P^aiP ) = (|a| _1 |6|cosZ(a,fe))a. (1.18) 

通过正交投影，我们可将向量 S 以唯一的方式分解为一个与 S 平行的向量和一 
个与5正交的向量的和.事实上， 

b = pr s (b) + {b- pr 5 (6)), (1.19) 

且 PQ ⑹与3平行, pr 3 ( J )) 与5 正交. 若有 b = bi -\- b 2 = b , 1 + b , 2 i 其中&，圮 
与5平行，心，岛与3正交，则 6i - 6 ； = fr2 -^. 此等式左边向量与5平行,右边向 
M 和5正交，这只能是零向董.因此有匕=圮，心=込. 

我们称分解式 (1.19) 为向量^在向量 S 上的正交分解.由正交分解的唯一性， 
可以得到正交投影的下述性质. 

命题 1.3 设 S 为非零向量，则对任意向量？，5和实数 fc , 有 

pr 5 (b-\-c) = pr 5 (6) + pr 5 (c), pr a (fc6) = A:pr 5 (6). (1.20) 

证 设 S = I + ^2, & +在分别为向量汊 f 在向量 5 上的正交分解，艮口 

bi || a , ^丄 S ， || S ， 在 丄 5 •令 (Ti = & + 杏 ， cfc = 62 - f - c 2 , 则有 

6 -h c = ^Ti + ^2, d\ || a, 石丄 5. 
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由正交分解的唯一性知 ，叾 +石就是向量沿向量3的正交分解，即 pr 5 (6+5) = 
P r 3(^) + P r a (^)* 同样地，向量 W 沿向量5的正交分解为 W + fc ?2, 所以 

pr s (kb) = kpr s {b). □ 


1.3.2 内积 

定义 1.7 两非零向量的内积5•〖定义为实数 


a • 6 = | a ||6| cos Z ( a , 6). 


( 1 . 21 ) 


若 “之中有一个是零向 M , 则规定 a -6 = 0. 

内积也称为点积或数 撤积. 由定义知，两个非零向量5,〖的内积^ ^大于零 
(小于零，等于零)，当且仅当 Z ( a ,6) 为锐角（钝角，直 角)； 规定零向量与任意向量正 
交，于是我们得到下面的结论. 

命题 1.4 两向 M 正交当且仅当它们的内积为零. 

投影公式 （1.18) 可用内积表为 

— 

pr 5 (f) = |^a. (1.22) 

定理 1.5 对任意实数 A : 及任意向量5,汊有 

1) a • 6 = 6 • a , 

2) a^(kb) = k(a-b), 

3) a -(64- c ) = a *6- ha * c , 

4) a -5^0, 且等号成立当且仅迸 5=0. 

证 1)，2)，4) 可由定义直接得出.下面证明 3). 当5=0时，由定义，等号两边 
为零 • 3 # 0时，由投影公式 (1.22) 和命题1.3,有 


a • (6 -f c ) 
a • a 


s = pr 3 (b -f c) = pr s (b) + pr s (c) 


a • b ^ a - c ^ 

= 

CL # CL Ct 9 CL 


a • + a • c 

a • 3 


a. 


因为5/0,所以 a *(6 -f c ) = a -6 + a . c . □ 

我们称定理 1.5 中性质 1) 为内积的对称性,称性质 2) 和 3) 为内积关于第二个 
向量是线性的.结合 1) 又得出内积关于第一个向量也是线性的.合起来称为内积的 
双线性.性质 4) 称为内积的正定性. 

在仿射标架 ( o ; ei , e 2 , e 3 ) 中，若已知 a ( ai , a 2 , a 3), 办1，^2，*>3)，贝 1 J 


a - b 



dibjei • Cj. 


(1.23) 


只要知道 6 6 (1 j ^3), 就可用公式 （1.23) 计算任意两向 M 的内 积. 但是，以 

上计算公式依赖于基向量的选取.能否选取适当的基向 M ， 使得内积的计算具有简 
单而统一的公式呢？ 
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定义 1.8 设 ( oje ^ e ^ e ^) 为仿射标架.若基向量都是单位向量，并且三个坐标 
轴两两相互垂直，则称为直角坐标系或幺正标架.此时，基问， 44) 
称为么正基. 

如果 ( o ; e ly e 2 , e 3 ) 是直角坐标系，即的，心？ 3 )是么正基，此时 


e^ej^Sij, 1 彡 i，j 彡 3; 

a = (a • ei)ei -I- (a • e 2 )e 2 + (a * e 3 )e 3 ; 
a-b = ai6i + a2fe + 0363 ； 

|a| = y/a\ 2 十叱 2 + 奶 2 ; 

/t -. a ai&i + a 2&2 + 03^3 

COS Z(a, 0 ) = , , ■ . ■ ■■■. - . . .r-qr 

y/ci \ 2 4 - 勿 2 + a3 2 \/6i 2 + f>2 2 + &3 2 


(1.24) 

(1.25) 

(1.26) 

(1.27) 

(1.28) 


注公式 （ 1.24) 中 心 是 kronecker 记号.当< = j 时，它等于 1; 否贝1它等于 
0. 公式 （ 1.24) 〜 (1.28) 在仿射标架中一般不 成立. 

1.3.3 外积 

定义 1.9 两 个向撤 5与 S 的外积是一个向 M ， 记为5 x J ， 其长度为 


|a x 6| = | a ||6| sin Z ( a , 6), 

其方向与 5 和 S 都垂直，且5不平行 S 时， Sj ， 5 x S 构成右手系 • 

外积也称为叉积.由外积的定义可以看出，当 U 不共线时， | Sx 6| 就是以 S，f 
为邻边的平行四边形的面积，参见图 115. 

显然，向量5, S 共线当且仅当 axb = 0. 特别地， 5 x 5=0. 

结合正交 分解， 立即得下列 命题. 

命煙 1.5 设5 / 0, f =心+匕，心 || 5，心丄 S ， 则5 x S = S x S2 . 

证如图 1.16, 由外积定义， ax S 与 ax 心同向•又 |S 2 | = |6| sinZ ( a ,6), 因而 

|a x 6| = | a ||6| sinZ ( a ,6) = | a ||^| = |a x & 2 !- 口 

命题 1.6 设 5 是单位向景， S 丄5,贝 ij 5 x f 等于 S 绕5右旋90°得到的向董 
b f . 特别地，设 ( o ; e u e 2 , e 3 ) 是右手直角坐标系，则 


ei x e2 = ☆， e*2 x e 3 = e * i , x e \ = e * 2 . 

证如图 1.17, 5xb 与 P 同向，且 | Sxf | = |a||6|sinZ(a,6) — |6| = |6 , |. 


□ 
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定理 1.6 设5, & 5是任意向 M , fc 是任意实数，则有 

1) 5x6= 一 6 x a, 

2) a x (kb) = k(a x 6), 

3) a x (f 十 ？ ）= a x S + a x 己 

证只证 3)， 其余作为 练习. 5 = 0时显然，且由于 1),2), 可设5为单位向 
最.设&， f 沿5方向的正交分解分别为6 = ?1 + ^2, c = Cl - I - C 2, 于是 S + c = 
(6 i + 杏） + (心 + 在）是 S 5 沿 3 方 向的正交分解（见（1. 2 0) 式). 由命题 I . 6 , 
ax (6 + c ) = a x (^2 + 芒 2 )， a x 6 = a x a x c = a x &，而且它们分别是将 
6 2 + C 2, &2 和在绕 s 右旋90°得到的向董（见图 1.18). 显然，旋转时向暈的加法关 
系保持不变，所以 ax(?+a)E5xf+ax£ □ 



因此，性质 1) 表明外积运算是反对称的，由1)，2)， 3) 得外积是双线性的.由外 

积运算性质立即得到用坐标计算外积的 公式. _ 

取仿射标架 ( o ; ei ? e2 , e 3 ), 巳知 a(oi,a 2 ,a 3 ), 6(fci,62,63)* 则有 

a x 6 = (ai6i 4 - 十 <13^3) x (friei -f & 26*2 + & 3^3) 

=(a2^3 — ^3^2)^2 X 石 十 (0361 — ^163)^3 x ^1 (1.29) 

+ ( 。 1 办 2 — a 2^l)^l x e 2. 

上式表明，我们只要知道基向量之间的外积就可以计算任意两个向量的外积. 
如果 ( o ; e ly e ^ e 3 ) 是右手直角坐标系，根据命题 1.6, 5 x f 的坐标为 


( 02^3 ^ 0362,^361 — aib 3 ， ai &2 一 ^2&l)- 


(1.30) 
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由以上公式容易证明二重外积公式,从而得到 Jacobi 恒等式（习题 25). 

例 1 . 6 解实系数方程组（设两方程的系数不成比例） 

J a\x a2y + a^z = 0, 
l hx + 62?/ + bsz = 0. 

解取右手直角坐标系•设反存分别是坐标为 ( ai , a 2 , a 3 ), ( b u b 2 ， b 3 ) 的两向 
世.因为反存不共线，所以 uxv ^ O . 因此， ( x ， y ， z ) 是方程组的解，当且仅当 
向 M r ( x , 2 /, z ) 满足： r • u = r - v = 0 ，即户与 u x v 共线. 又 i ? x 钌 的坐标为 
(«2^3 — tt 3&2, 奶 &1 — ai &3, ai&2 - 由此得方程组的解为 

( x , y , z ) = 6 (< 22 办 3 一 ^ 3 ^ 2 , (1361 - aih , d \ b2 — 02 ^ 1)1 t G R . 

1.3.4 体积与行列式 

平面几何中，平面有两个旋转方向，我们规定反时针方向为 正向. 平面上一对不 
共线的向量5, 6称为正定向的，如果从5到^的旋转方向（转角小于 7 T ) 是正的，即 
反时针 方向. 两向 M 5 , f 确定的平行四边形的定向面积 A ( a , b ) 是指带正负符号的 
面积，当5, f 的定向为正时，面积取正，相反则 取负. 若 5， S 共线,则令 A { a , b ) - 0. 
面积的绝对值在某种意义上表达了 5, S 共线的 程度. A ( a , b ) 作为以 S ， f 为变 M 的 
函数具有下列性质： 

1) 它关于两个变量5, f 都是线性的，例如，关于第一个变量是线性的是指，对 
任意向量4,5 2 和任意实数 fc , 

A ( a \ + « 2 , b ) = A ( a \ yb ) 4* A (32,5)， A ( ka , b ) = kA ( a , b ); 

2 ) 它是斜对称的，即 A ( aM ^ - A ( 6 , a ); 

3) 如果⑹，&)是右手么正基，则 A ( e u e 2 ) = l . 

利用上述三条性质就可以计算两个给定的向量 S ， ^所确定的平行四边形的定 
向 面积. 将5, f 用基向量表出： 5 = + 026 * 2 , 6 = 6x6 !+ 62 ^ 2 ,则 

A ( a , b ) = aib \ A ( ei , e \) ? 2 ) + 02 ^ 1 ^(^ 2 > ^ i ) + 02 ^ 2 -<4(^ 2 >^ 2 ) 

=(ai^2 - a2b\)A{e\ e 2 ). 

记 a = ( ai , a2 ), 6 = ( 61 , 62 ), 表达式 ai&2 一叱 lh 是 a , 6 的函数，你为一个二阶行 
列式.我们将它记为 


det ( a ，6) 或 


Q\ 02 
61 62 


(1.31) 
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以上讨论表明， 5, f 共线当且仅当其坐标构成的行列式为零.用行列式记号，在 
空间直角坐标系下，两向量的外积公式可写成如下形式： 

— r a 3 a 3 ai ai a 2 — 

ax b = e i + , L e 2 + L , ^3 - (1-32) 

02 ^3 t>3 0\ 02 

空间中 一 个平行六面体由同一顶点上的三个边所确定,这三个边可用三个向暈 
来表示，平行六面体的体积由这三个向量完全确定，与起点位置无关. 

如图 1.19, 考察以向量 5, & ?为边的平行六面体的体积.以？和5为边的 T 形 
四边形作为底，那么底面积是 |bxc|, 高是 |a|cosZ(a 7 fexc). 因此我们得到用向董 

运算表示体积的 公式： 

|a||6 x c]| cos Z(a, 6 x c)| = |a • (6 x c)|. (1.33) 



图 1.19 

公式中取绝对值是为了使体积 非负. 因为 S x ?，？，？是右手系，所以，当5, ？， f 

是右手系时， Z (5, bxc ) 为锐角，此时， 5. (f x 句〉0;而当5,冢 f 是左手系时，则有 

a .(6 xc ) <0. 因此， f x 5) 是正还是负就表示5,汊 f 是右手系还是左手系 . 5 ,汊 5 

是右(左)手系时称平行六面体是正(负)定向的,此时体积为正(负)，即是 

一个带正负号的体积，称为定向平行六面体的定向体积，也称为向量 S， ？， f 的混合 

积‘ ^ 

由于 5, 汊 5 与 5, S 的定向相同，所以 5. (6 x c) = c• (a x 6) = (a x 6) • a BP, 

混合积中内积与外积可以交换次序，所以可将 S -( bxc ) 简记为 (a,6,c). 

下面用坐标来计算体积.在仿射标架 (0; A ，心）中，设向量 S， & ?的坐标分别 
为 a = (ai,a 2 ,a 3 ), b = (61,62^3), c = (ci，C2，c 3 ), 贝 ij 

a • (6 x c) 
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b 3 



e 2 x e 3 + 

C3 

1 


bs 


bs 

C 3 

+ ci 2 

C 3 


^3 

C 3 

bi 

Cl 


bi 

Cl 


e 3 x e 1 4- 


bi 

Cl 


b 2 

C 2 


e i x e 2 


+ 炫 3 


bi 

Cl 



ei - ( e 2 x e 3 ). 


(1-34) 


于是只要知道 A •(& X 6)， 就可按上述公式用坐标计算 3 •(? x 6). 特别地，如果 
( oie ^^ ea ) 是右手直角坐标系，那么 A • (6 x 6) = 1. 此时 


5 • (6 X c) =01(6203 — & 3 。 2 ) + 。2 ( 知 Cl 一 61C3) + 03(61 C2 — &2Ci) 

= ai&2C3 + + CL3^l c 2 ~ — 叱 &1^3 — fl3^2 c l* 


( L 35) 


式 (1.35) 右边的表达式是 a , 6, c 的函数，称为一个三阶行列式，记为 


det ( a ，6， c ) 或 


ai 

d 2 

a 3 

bi 

b 2 

^3 

Cl 

C 2 

C 3 


于是，在仿射标架 ( ojex . e ^ es ) 混合积的计算公式 (1.34) 可以表为 


a • (6 x c ) = det ( a , 6, c ) e \ - ( e*2 x es ). 


(1.36) 


因为 ei - ( e 2 x e 3 ) ^ 0, 所以， a -( 6xc ) = 0 当且仅当 det ( a , 6 , c ) = 0. 因为向 M S , 汊？ 
共面当且仅当 3 • 0 x 5) = 0 .于是 

命題 1.7 在仿射标架（ 0; 中，设5, & ?的坐标分别为 

a = ( 01 , 02 , 03 ), b = ( 61 , 62 ^ 3 ), c = ( ci , 02 , 03 ), 

则向量5, & f 共面的充要条件是 det ( a , 6 , c ) = 0 . 

由内积与外积的性质可得体积的基本性质.行列式就是体积的坐标表示.因此 
行列式 det ( a , 6 , c ) 有如下基本性质： 

1 ) 它关于 a , 6 , c 是线性的.例如，对任意 fc € R , e R 3 , 有 

det ( fca , b , c ) = fcdet ( a , b y c ), 

det(ai -f a2 ,= det ( oi , 6 , c ) -f det ( a2 , 6 , c ); 

2 ) 它是斜对称的，即交换两行，行列式变号.如 det ( a , 6 ， c ) = - det ( 6 , a , c ); 

3) det ( ei ， e 2 ， e 3 ) = 1，这里 ei = (1,0,0), e 2 = (0,1,0), e 3 = (0,0,1). 

例 1.7 证明：实系数三元一次方程组 


a\X -H biy-\rC\z = di ， 

a2 工 + hi/ + C 2 Z = d 2 , 

a 3 x -f fey + c 3 z = d 3 


(1.37) 


1.3 向量的内积与外积 


• 19 • 


有唯一解的充分必要条件是 det ( a , 6 , c ) ^ 0 ,而且唯一解为 


x 


det ( d ， 6 ， c ) 

det ( a ， 6 ， c )’ 


y 


det ( a , d , c ) 
det ( a , 6 , c) 5 


z 


det ( a , 6 , d ) 
det ( a , 6 , c ) ’ 


(1.38) 


其中 a = ( ai ， a2 ， a 3 )， b = ( 61,623 ), c = ( ci ， c 2 , c 3 )， d = 

证设 a = ( ai , 02 , 03 ), b = ( 61 ,^ 2 , 63 ), c = ( ci ， C2 , C3)，d = (山，办，办）依次为向 
m 5, b , c , (? 在一个仿射标架中的坐标.方程组 （1.37) 可写成 


xaybzc = d . 


(1.39) 


如果 det ( a ,6, c )^0, 则向量组5,冢 f 不共面.由定理 1.4 知,方程 （1.39) 有唯一解. 
反之，如果原方程组有唯一解要证5,炙芒不 共面. 事实上，若 S ， & 5共面， 
则有不全为零的数 r ， s ， t ， 使得 ra -\- sb -\- tc = 0 . 于是 


(r 4- l)a + (5 + m)b + (f + n)c = d , 


即 （r + i，5 + m，t + n ) 也是方程组的一个解，且它不同于 （ Z , m ， n ). 这与方程组有唯 
一解矛盾.因此 S ， ？，？不 共面. 从而 det ( a , 6 , c )^ 0 . 又因为 

( d y b , c ) = (xa 4- yb -h zc , b t c ) = x ( a y b , c ), 


所以 det ( d ， 6 , c ) = xdet ( a , b , c ). 由此求出: r . 同理可得 2 /， 

上例中结论就是三个变量情形的 Cramer 法则. 显然，利用平面向量的线性关 
系，可以证明两个变量情形同样的结论.当然，解方程组可以看成一个单纯的代数 
问题.例如，对于两个变量,两个方程构成的方程组： 

{ aiixi + a\2X2 = bi, (1) 

a2\Xi 4 - 022^2 = - ( 2 ) 


( 1 ) x 022 + ( 2 ) x (- ai2 ) 消去工 2 ,得 ( anai2 - ai 2 02i)xi = 61022 -^ 12 . ( 1 ) x (- a 2 i)-f 

( 2 ) xan 消去 xi ， 得 ( anai2 — 012021)^2 = 62 ^ 11 ^ 61021 - 因此，当 ( anai2 — ai2a2i ) ^ 0 
时,方程组有唯一解： 


xi = 


bi 

d \2 


an 

bi 

b 2 

a22 


a2i 

b 2 


■ 

an 

▼ 

、 = - 

an 

ai2 

a2i 

^22 


a2i 

«22 


对于三个变 M 三个方程的情形，也可以同样地求解 • 而且这一消元解法还可以推广 
到 n 个变量 n 个方程的情形，参见定理 4.18. 另一方面，当方程组（ I . 37 )中常数项 
d u d 2 , d 3 都为零时,方程组总有解，每个变 M 都取零就是一个解.因此，我们有下面 
的推论. 


推论 1.3 如果 d l = d 2 = d 3 = 0,那么方程组 (1.37) 有非零解的充要条件是系 
数行列式为零. 

解三元一次方程组（1.37)，等价于将 R 3 中向 ft d 表为向董 a , 6, c 的线性组合. 
将一个向量表为多个向 M 的线性组合的问题将导致更一般的多元一次方程组，后面 
我们将讨论用矩阵解线性方程组的一般方法，这里我们举例说明如何解一般的线性 
方程组. 

例 1.8 将 R 3 中向量 a = (2,6,8) 表为 ai = (1,2,1), a 2 = (一2，一4, 一2)， 
a 3 = (0, 2,3)， a 4 = (2,0, -3), a 5 = (-3,8,16) 的线性组合. 

解 要求数 xi , X 2, X 3, X4 , xg , 使 a = x \ a \ 4-工2奶 + X3CL3 4- - f - ^ 505 ,即解 

下列方程组 

{ Xi — 2x2 + 2x4 — 3x 5 = 2 ， 

2 x \ — 4x2 + 2x3 + 8x5 = 6 ， (1.40) 

X\ — 2X2 + 3x3 - 3x4 + 16x5 = 8. 

为了解以上方程组,我们对方程组作同解变形，将其转化为和原方程组同解，但比原 
方程组容易求解的方程组.方法是逐步消元，消去某些未知 M ， 从而用某些未知量 
表示其余未知 M . 首先,消去使得除第1个方程外，其余方程中不含这只要 
分别将第一个方程的-2, -1倍加到第2,3个方程即可.于是得到下列方 程组： 

{ X\ — 2X2 + 2X4 - 3X5 ― 2, 

2x3 — 4x4 + 14x5 = 2 ， (1.41) 

3 x 3 — 5 x 4 + 19 x 5 = 6. 

现在将 （1.41) 中第2个方程中的系数化为1，然后用同样的方法消去第3个方程中 
的^为此，第2个方程乘^得 

{ X 】 一 2 x 2 +2 x 4 3你= 2， 

X3 — 2 工 4 + 7X5 = 

3 x 3 — 5 x 4 + 19 x 5 = 6. 

再将第2个方程的-3倍加到第3个方程，得 

{ xi — 2^2 + 2^4 — 3 x 5 = 2, 

X 3 — 2 x 4 + 7 x 5 = 1， (1-42) 

X 4 — 2 a ：5 = 3. 

继续消去 （1.42) 中2： 4 (第3个方程除外)，得 


XI — 2a：2 + X5 = —4, 

X3 + 3 工 5 = 7, 

X4 — 2 a ：5 = 3. 
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将上面的方程组改写为如下形式： 

{ XI = 2 X 2 + X 5 — 4， 

X3 = 一 3工5 + 7， 

X 4 = 2 x 5 + 3. 

于是，对 T ❿，$5任意取值，5元数组（ 2 怎2 + o ：5 - 4 ，工2 - 3 a ：5 + 7 , 2 n ：5 + 3,抑）是原 
方程组的解.例如，取: r 2 = x 5 = 0,得（-4,0,7,3,0)，于是 

a = (2, 6, 8) = 一 4cii + 0ci2 + 7ci3 + 3d4 + Oas. 

一 般地,可以对方程组施行下列三类变换： 

1°将一个方程乘一个数加到另一个方程上； 

2°互换两个方程的 位置； 

3°用一个非零数乘某一个方程. 

不难看出，这些变换并不改变方程组的解.在第4章中，我们将证明，这是一个 
解线性方程组的一般方法. 

1.4 空间的平面与直线 


由前面的讨论知，点的共面或共线关系可以用向量的共面或共线来 表达. 我们 
将平面、直线视作点的集合.点在平面或直线上，当且仅当它们的坐标满足一定的 
关系.给定图形，确定其方程，或给定方程，分析图形性质，这正是解析几何的基本 
思想.向 M 的共面或共线所表达的线性关系表现为线性方程或方程组.本节中我们 
介绍平面和直线的方程，讨论相关的几何问题. 

1.4.1 平面与直线的方程 

空间中一个点和两个不共线的向量确定一个过这一点和给定的两向量平行的 
平面.如图1.20,取定仿射标架 ( o ; e u e 2 ) e 3 ) y 设过点 p 0 ( r 0 ), 与两个不共线向量 
5( xi , yi ,2 i ), 列 x 2 ， y 2 , 勿)平行的平面为 tt . 则点 j >( f ) 在 7 T 上当且仅当向量两良 il ， CT 
共面.由命题 1.2 知，这等价于存在实数 h ，匕，使得 

r — fo = tiu t2V . (1.43) 

于是，平面 TT 上的点和有序实数对 (^1^2) 之间形成 一一 对应（若在 7 T 上取仿射标 
架(妁;5,刃，则 ( UM ) 就是点 P 的坐标)，方程 (1.43) 叫做 7 T 的向量式参数方程， 
( tut 2 ) 称为参数，5, 称为 7 T 的方向 向量. 用坐标代入 (1.43), 得到 7 T 的坐标式参 
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数方程 


X = Xo + t\X\ + t2X2) 

y = yo + t\y\ -\-t2y2, 

Z — + t\Z\ -f ^2^2* 


(1.44) 




图 1.20 


利用命题 1.7 可从上式中消去参数 h ， 纟2,得到一个关于 A 2/，2的方程.事实 
上，点 p { x , y , z ) 在 tt 上，当且仅当向量碰，仏 f 共面，当且仅当 


X\ 

X 2 


即工，2/， 2 满足： ax + by ^cz = d, 其中 


x -xq y -yo z - z 0 


z \ 

Z2 


0 


a 


y\Z2 - 212/2, 6 = Z\X2 - XiZ2yC= XiJ/2 一 


,d = axo + bpo + czq 


因 ^ i ； 不共线,所以 a , &, c 不全为零. 

定理 1.7 在空间取一个仿射标架，则每个平面都可以用一个一次项系数不全 
为零的三元一次方程表示.反之，每个这样的方程都代表一个平面 • 

证定理的第一部分 已证. 反之，任给一个三元一次方程 

ax -h by -h cz = 其中 a , 6, c 不全为零. （1.45) 

不妨设 a / 0,由已证部分知，过点，0,0)，平行于向童而(一1，0)，和必 2 (-^ 0, 1) 
的平面方程为 
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即 ax bycz = d . 换句话说，方程 (1.45) 表示一个平面. □ 

方程 (1.45) 称为平面的一般方程. 

与平面垂直的非零向量称为该平面的一个法向量.一个平面也可由它上面的 
一个点和它的一个法向量所确定.设平面 tt 经过点 po , 且和非零向量 H 正交.则点 
p 在 tt 上，当且仅当麻与正交，当且仅当 

• n = 0. (1.46) 

若是 tt 的方向向量，贝 ij il x C 是 7 T 的法向世.因此点 p 在 tt 上等价于 

pop • (u x v ) = 0. 

在直角坐标系下，设 Po , P ， 界的坐标分别为 （ X 0 , 1 / 0 , ZO ), ( x , y ， Z ) 和 （ a ， 6, C ), 由内 
积的计算公式（参见 (1.26)), (1.46) 的坐标形式为 

a(x - xo ) -h b(y - y 0 ) 4- c(z 一功 ）= 0. (1.47) 


式 (1.47) 称为平面的点法式方程.反之，设 tt 在直角坐标系下的一般方程为 


ax by cz = 

对 7 r 上任意两点 Pi ( xi , yi , zi ), P 2( 卞2，於，名2)，有 

a(x 2 - xi) + 6(2/2 一 2/1) + c(z 2 - zi) = 0. 

这说明 n ( a , 6, c ) 7 r 的一个法向量. 

直线是两个平面的交，因而可用两个三元一次方程组成的方程组表示，即坐标 
同时满足两个三元一次方程的点的集合.所以直线的一般方程为 

f aiX-hbip-hCiz = d lf ( 148 ) 

\ a2X + & 22 / + C2Z = 办 . 

我们也可直接用向董的共线关系来描述直线，从而推出直线的方程.根据所给条件 
的不同，直线方程有各种形式 • 

空间中一个点和一个非零向 M 决定一条经过这一点且平行于给定向量的直线 • 
我们称与直线平行的非零向量为该直线的方向向 M . 如图 1.21, 取仿射标架 ( O ； e ! , 
e 2 , e 3 ), 已知点 Po ( x 0 ,2/ o ,2 0 ) 和非零向 M v(l,m,n) y 我们来求过点 Po 且方向 向童为 
存的直线/的方程. 

点 P ( x , y , z ) 在直线£上当且仅当向量两？与？共线.由命题 1.1 知,这等价于 
存在实数《，使得 m = op ~ op ^^ tv . 设点 po , p 的位置向量分别为 fb , 得直线方 

程为 


r = ro tv. 


(1.49) 
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方程 （1.49) 叫做直线 f 的向量式参数方程， t 称为参数^ R 与点 pee —■对应 
(若在'上取仿射标架则 t 就是 p 的坐标)， 

用坐标表示方程 (1.49), 有直线彳的坐标式参数方程 

{ X = iCO + 亡/， 

y = yo + tm ， t G R, (1.50) 

z = 2o + tn. 


消去参数 t , 有直线 f 的标准方程（或对称方程，或点向式方程) 

x - xp _ y — yo _ z - zq 
I m n 


(1.51) 


已知直线 < 上两点 Pl (^ l , yi ， Zl )， P 2($2,2/2, 勿)，则可以将向貴 PlP 2 作为€的方 
向向量，写出^的方程，叫做直线纟的两点式方程 


x - xi 一 y — y\ _ z- z\ 

X2 — X\ 2/2 — 2/1 Z2 — Z\ 


(1.52) 


注 （1.51) 是两个方程构成的方程组，即直线是两个平面的交线.例如 




X — Xq Z ^ Zq 
I 71 



若 I ， m ， n 中有为零的数，回到参数方程易知，相应的分子也 为零. 例如，当《 = ◦ 
时， (1.51) 可写成 

{ X — xo = 0, 

y-yo = z- zp 

m n 

直线的一般方程和标准方程之间可以相互 转化. 
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例 1.9 化直线 f + — 32= /’的一般方程为标准方程， 

I 2 x + y + ^ = 5 

解 只要求出交线上两点就行了.第一个方程乘（- 1) 加到第二个方程消去 
x , y , 得到一个和原方程组等价的方程组 * 

( 2x + y — 32 = 1, 

1 Az = 4. 

由上面第二个方程，得2 = 1，代入第一个方程，得 k + 2/ = 4. 因此方程组有无穷多 
解.这些解的2坐标是1，而: r，j /坐标满足 2 x + y = 4. 取定: r , 则 y 的值就确 定了. 
如取 rr = 0,得 y = 4,另取 z = 1，得?/ = 2. 所以（0,4,1)，（1，2, 1) 为€上 两点. 因此 

t 的标准方程为 

x_y — 4 _z — 1 

I = -2 = 0 — • 

1.4.2 位置关系 

以下讨论都是在仿射标架中进行的. 

定理 1.8 向董 v (/, m , n ) 与平面 7 r : axbycz = d 平•行当且仅当 

al -f bm -f cn = 0. 

证 在 TT 上取一点 Po(xo ， yo, 2 o )， 则 ox 0 + byo-\-cz 0 = d .作麻 =iT ， 则 v || 7r ， 当 
且仅当 P ( 工， 2/ ，之）在 tt 上，即 ax-hby-hcz = d = azo + byo+ao, 即 al-hbm-hcn = 0. □ 

推论 1.4 过点 PoOro ， yo ， zo )， 方向向董为 v ( l f m y n ) 的直线 < 与平面 Tnax-b 
by + cz = d 平行,当且仅当 aZ + frm + cn = 0. 

证 £\\ir 当且仅当 i ； || tt . 由定理 1.8 得证. □ 

直线和平面的位置关系有相交和平行两种情形.不平行必相交于一点，平行包 
括直线在平面上 （€ e 7 T ) 的情况，由 P 0 是否在 7 T 内来区分.因此， 

< 与 相交 分 aZ + 6 m + cn _ 0， 

/在 7 r 上 a / + bm + cn = 0， axo + byo + czo = d, 

€ 与 7r 平行 (€ ^ 7r) 分 ai + frm H - cn = 0, axo + byo -f czq ^ d. 

推论 1.5 设平面〜的方程为 a # + 6以 + 以 = 山 , i = 1, 2, 则巧与 7 r 2 平行 
(包括重合）的充要条件是 


ai : 6i : ci = a2 : &2 : C2- 


证 （4=) 此时 7 T 2 的方程可化为 aiX + bil / + CP = / •在 7 T 2 上任取两 
点 Pl { x \ yyi , Zi ), P 2(^2, 2/2,2 2 ),将其坐标代入 7 T 2 的方程，再将两式相减，我们得到 
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oi(xi - x 2 ) + bx(yi - y 2 ) + Ci(zi - z 2 ) = 0. 由定理 1.8 知, K 孩与 iri 平行，因此 tti 
与 tt 2 平行 • （今）由定理 1 . 8 知，向量 il ( 61 ,~^, 0 )平行于7^,因而它也平行于 tt 2 . 
于是 6ia 2 + (- 01)62 = 0 ,即 g =备.同样地，向量 v ( 0 , ci ,~ i > 2 ) 平行于冗 2 ,于是 

=岩. 口 

2 两 2 平面间的位置关系有相交和平行两种情形.不平行则相交于一条直线，平行 
又可分为重合和平行而不重合两种情形.因此， 


A 与 7 T 2 相交 


分 ai : 6i : ci 〆 a2 : 〜： C2 


兀!与兀 2 平行 ( w 咖艺 


M 与 7 T 2 歃合 


<=> 


Ol 

«2 


bi 

bi 


ci di 

7 2 ^ T 2 


£1 

C 2 


di 

d ~2 


当 ai : 61 : Cl # d2 : 62 •• C2 时,下面方程组代表平面 7Ti 和 7T2 的交线 


j a\xb\yc\z = di, 
I Q2X -f &2j/ + C2Z = d2 - 


由定理 1.8 , 向童 v{x y y y z) 平行于直线 £ 的充要条件为 


( aix + &1 J / + C 0 = 0, 

I a^x + 622 / + C2Z = 0 . 


(1.53) 


由例 1 . 6 知, 


61 Cl 


ci a x 


CLl bi 

62 C 2 


C2 «2 

1 

a2 & 2 


是 （1.53) 的一个非零解，以它为坐标的 向量就 是直线£的一个方向向 M . 

直线与直线的位置关系有异面、共面之分.共面又分相交与平行;平行包括重 
合、平行而不重合两种.从方程来判定两直线的位置关系，常将直线方程表为点向 
式. 若直线 h 过点仍平行于向量直线£ 2 过点仍平行于向童 iT 2 , 则有 

A 与心异面分 ( PIP2,^1,^2) 7^0, 
tl 与4平行分6 II 成， 

A 与彳 2 重合分 PiP 2 ,VuV 2 共线. 

例 1.10 求过点 Po (0,0, -2), 与平面 7T ： 3x - y4 - 2z-l = 0 平行，且与直线 
^ = I 相交的直线/的方程 • 

解 要求出{的一个方向向量 5( i ， m ， n ). 由已知，< 1 过点 Pi ( l ，3,0)， 方向向量 
为柯4,-2，1).由于€与 A 相交，所以5,汉沉对 共面. 由命题 1.7 得 


m n 

3 2 


= 0， Bp / -f m — 2n = 0 . 


1.4 空间的平面与直线 


• 27 • 


命题 1.8 设平-面〜的方程为叫2； -\- biy -\- CiZ-\-di =0 (i = 1, 2), 且巧和 7 t 2 
相交于直线 △ 那么，平面 7 T 经过直线£当且仅当存在不全为零的实数 fci , fc 2 使得 
7 T 的方程为 

ki ( a\X -I- b\y -I- c\z -I- d \) 4 - 知 2 ( 。 2 工 + hy + + cfe) = 0. (1.54) 

证 设 k u k 2 是不全为零的实数，则 (1.54) 是一个一次项系数不全为零的三元 
一次方程，因此表示一个平面 7 T . 显然，彳上每一点的坐标既满足 7 n 的方程，也满 
足 7 T 2 的方程，因而满足方程 (1.54), 所以 7 T 是过/的一个平面.反之，我们来证，过 
£ 的每个平面的方程都形如 (1.54) 式•设 7 T 为经过€的平面， M ^ yo , zo ) 为 7 T 上 
任意一个不在彳上的点•则 PO 不在 7 T 1 上，或者不在 tt 2 上•令 fci = ( a 2 x 0 + b2Vo + 
C 2 Zo + d 2)， A ：2 = —( a!：To + 6 iyo + Ci 2 o + di ) Jljfci , fc 2 不全为零，由充分性知，将上 
述幻， fc 2 代入 （1.54) 式，得到的方程表示一个经过直线彳的平面，而且点 P 0 在此平 
面上.因此，它就是平面 7 T . 换句话说， 7 T 的方程形如 (1.54). □ 

经过一条直线£的平面集合叫做一个以彳为轴的共轴平 面束. 

平行于给定平面 7 r:ax + fry + cz = d 的所有平面组成的集合叫做平行平面束. 
平行于 7 T 的平面71 7 的方程可以写成 ax + by-hcz = d x . 

平行于一个向景 v { l , m , n ) 的平面把方程为 7 T : ax 十 fey + cz = d ， 其中 a ， 6, c 满 
足条件 : ai + fern + cn = 0. 

经过同一点 J > o ( xo , 2 / 0 ^ 0 ) 的所有直线组成的集合叫做中心直线把 • 这个直线把 
的方程可以写成 

X - xo y-yo z - za 

— a — = b = c ， 

其中 a ， 6, c 为任意不全为零的实数. 

平行于向董 （ Z ， m , n ) 的所有直线组成的集合叫平行直 线把. 它的方程为 

x-xp = y-yo = z - zq 

I m n ’ 

其中抑，2/0,卻为任意不全为零的 实数. 

1.4.3 度董性质 

前面讨论的是平面、直线的仿射性质，主要是有关相交或平行的问题.现在我 
们利用向 M 的内积、外积运算进一步讨论点、直线、平面相关的度量问题，即涉及 
到距离、夹角等问题. 


又因为直线€与平面 7T 平行，由定理 1.8, 3i - m + 2n = 0. 结合上式解得 I = 0, 
m = 2 n •取 n = 1，得 m = 2. 因此 < 的标准方程为 
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1. 点到直线的距离 

如图 1 . 22 , 设直线£经过点方向向量为 i ；. 则点到£的距离 d{ Pl £) 就是 
向量麻 在向童 C 上的外射影的长度，即 

(1.55) 


P 



图 1.22 

设在直角坐标系中点 Po ， P 的坐标分别为 ( xo ,2/ o ,^ o ), { x , y , z ) } 向量？ 的坐标为 

{ r y s , t ), 记 x ’ = o : — x 0 , 〆 = 2 / — y 0 , 〆 = 2 - 勿，贝 ij 


d ( p ,() = 


— z ; s ) 2 + ( 2’r 一 x f t ) 2 -f ( x f s — y f r ) 2 \ 
\/ r 2 + 5 2 + t 2 


(1.56) 


两平行直线间的距离就是其中一条直线上一点到另一直线的距离. 

2. 点到平面的距离 

如图 1.23, 在平面 7 T 上任取一点 Po , 则点 p 到平面 7 T 的距离 d ( p , 7 T ) 就是向童 
丽5在 7 T 的法向量上的内射影的长度，即 


d(p ， 7r) = |pr 开 ( 碰 )| = 


\n 


(1.57) 


设在直角坐标系中，已知点 P ( r ， M ) 和平面 w : ax + 62 /+ c2 ； = d . 那么巧= ( a ， 6 ， c ) 
是 7 T 的一个法向暈，所以 P 到平面 7 T 的距离 d ( p ，7 T ) 为 


dip, n) = 


\ar -\-bsct — d \ 

\/ a 2 + fe 2 + c 2 


(1.58) 


直线到与它平行的平面的距离就是该直线上一点到该平面的距离；两平行平面 
间的距离就是其中一平面上的一点到另一平面的距离.两异面直线间的距离也可 
转化为点到平面的距离. 

如图1.24,设£ 2 是一对异面直线,分别过点仍，仍，方向向量分别为巧，込. 
它们之间的距离是指它们的公垂线（与它们既垂直又相交的直线）与它们的两个交 
点 m ， P 2 间的距离.过 6 作平行于 G 的平面 7 T ， 则珩 X 灸是平面 7 T 的法向量.因 
此 d(e u £ 2 ) 就是直线 < 2 到平面 7T 的距离，也就是点 g 2 到平面 7T 的距离，即 


d ( ei f (2) = 


\oiQ2 - {V\ X 6)1 
|t?i x ih\ 


(1.59) 
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图 1.23 

3. 直线、平面间的夹角 

利用两向量间的夹角可以描述直线、平面间的夹角.在直角坐标系中，可以方 
便地用坐标计算各种角度. 

设两直线 L 4的方向向量分别为讥，色.当 Avi , v 2 ) 为锐角时,直线 L (2 间 
的夹角是指 /( 巧， A ); 当 4 ( VUV 2 ) 为钝角时，夹角为 7 T — Z (负，灸) • 

直线与平面的夹角是指直线与它在平面上的正射影的夹角.设直线£的方向向 
读是圮 平面0的法向量为反当 Av . fi ) 为锐角时，则直线，与平面^的夹角为 
- Z ⑹吼当 Z ( i 7, n ) 为钝角时，夹角为 Z ( t ； ? n )- f . 

两平面相交，形成四个两面角，其中较小的那个规定为两平面的 夹角. 设平面 
口 2 的法向量分别为&，和.当 Ani , n 2 ) 为锐角时，平面间的夹角就是 
/(义，兩)，当 Z ( n 1? n 2 ) 为钝角时，夹角为 tt 一 兩). ' 

例 hll 在直角坐标系中，判断两直线是否异面，若异面，求公垂线. 


2 


解由已知，心过点 9(1,0,0), 方向向量为 5(1, -3, 3), £ 2 过原点 o , 方向向量 
为珂2，1， 一 2). 因为“心异面当且仅当(茆,5,刃#0,且 

一 1 0 0 

( qd ^ v ) =1—33 

2 1 一 2 

因此6和4异面.公垂线的方向向量为 e = uxv , 其坐标为 (3,8,7). 因此公垂线 
是过点9平行于向量 i ? 和？的平面 U 与过点0 T •行于向和的平面 tt 2 的交 
线.写出 7 Ti ，7 T 2 的方程： 



X — 1 

y 

z 



X 

y 

z 

: 

1 

-3 

3 

= 0, 

7T2 : 

2 

l 

-2 


3 

8 

7 



3 

8 

7 


(一 1) 


3 3 


2 


3 一 0, 


2 


y 11 

-I 

H 12 
•# 

, 

2 : 13 




11 



•30- 


第 1 章向量、平面与直线 


得公垂线方程为 { 


45x — 2y— I7z = 45, 
23x — 20y + 132 = 0. 


习® 1 


l . i 节习题 

1 . 证明下列向童不等式，并说明等号何时成立： 

1) |3 + 5|<间 + 阎; 

2) \ a - b \^ \ a \ ~ |6|; 

3) |5 + ?+ c | ^ \ a \ + |6| + |51. 

2. 设5,汊 c 是非芩向量，实数 fcj ， m 非零.证明，敁-珉 Z ?- 喊 mc - ka 共面. 

3. 在三角形 P1P2P3 中求一点 <>，使得印 t +印2 +印3 = 0. 

4. 对任意取定的点组 Pl , P 2,---, Pn , 证明： 

1) 存在唯一的点 P ， 使得萍 t + . • • + W = 0, P 称为这个点组的重心； 

2) 对任意点 0 ,亦 t + 印3 + ." +印^ = nop . 

5. 用向量法证明 * 

1) 三角形 P 1 P 2 P 3 三条中线交于一点 O , 且 O 就是三个顶点的 重心； 

2) 四面体 P 1 P 2 P 3 P 4 的对•棱中点连线交于一点 O , 且 O 是四个顶点的 重心； 

3) 正 n 边形 P 1 P 2 * • Pn 的对称中心0就是它的 n 个顶点 Pl ， P 2, …， ?> n 的重心 • 

6. 用向量法证明：三角形 P 1 P 2 P 3 的三条角平分线交于一点 P ， 并且任意一点0有 

op = -~ 1 -(^kiopt + k20pi 4 - k3opi)y 

/Cl + 欠2 + 片3 

其中 k \, k 2y k 3 分别是点 pi , P 2, P 3 所对的边的边长. 

7. 设 Pl , P 2, p 3 是不在一直线上的三点， O 为任意取定的 一点. 证明 * 

1) 点 p 在仍， p 2 , P 3 确定的平面上，当且仅当存在实数 fci ， fc 2 , 如，使得 

op — kiopt + k 20 pi ■+■ k 30 pi , 且 /Cl + A ：2 + 灸3 = 1; 

2) 点 p 在内（包括三边)，当且仅当存在非负实数匕， fc 3 , 使得 

dp = kiopt + k^opi -h 且 fci + + 於3彡 1. 

8. 四点 Pl ， 仍， p 3 , P 4 共面，当且仅当存在不全为零的实数 fe ， h ， 使得 

k \ op { 4 - k 2 opi + 4 - k^dpX = 0, 且 A；i + 釦2 + 知3 + 釦4 = 0， 

其中 o 为任意取定的 一点. 

9. 设 G 是一个点集，如果连结 G 中任意两点的线段上的每一点都在 G 中，则称 G 是凸 
的.证明 * 由同一点出发的向量 X = k X d X +如办+…+ kma m 的终点组成的区域是凸的，其中 
k U …、 k m 都是非负实数，并且幻+ • • • + fcm = 1. 

10. 证明：对任意 n (n > 3) 个向量 vi ,..., v n , 存在不全为零的数 幻 ，…，‘使得幻巩+ 

- h k n v n = o. 
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1.2 节习题 

11. 在仿射标架中，巳知5(5, 2 ，1)， 只一 I， 4 , 2 ), 3-1,一1，5)，求 33-2S+S 

12. 设 p 和9分别是平行四边形 P 1 P 2 P 3 P 4 的边 P 2；>3 和 P 3 P 4 的中点，求点 P 2, P 3, P 4 在仿 
射标架中的 坐标. 

13•设 P 1 P 2 P 3 P 4 是梯形，向童 pipi = 3p^p3, P , q 分别为 P 2 P 3, P 3 P 4 的中点，求点 Pl ， P 2, 夕4 

在仿射标架 （Pi; PT?,Pl?) 中的坐标. 

14. 设 PlP 2, PlP 4, PlP 5 是一平行六面体的顶点 pi 处的三条棱， P 是过 pi 的对角线和 
P2, P4, P5 所在平面的交点，求 P 在仿射标架 （Pi; PlP2» PlPiy PlP?) 中的坐标. 

15. 设 Pl ， P2 , P3 三点共线，且简比 (pi,p 2 ,p 3 ) = 巳知在一个仿射标架中，点 Pl ，P3 的 
坐标分别为 (3,7,3), (8,2,3), 求点 P2 的坐标. 

16. 设三点 Pl ， P 2, P 3 共线，且在某个仿射标架中的坐标依次为（3,4，1)，（2,5,0)和 ( a , 1,6), 
试求 a ， 6和简比 （ pi ， P 2， P 3). 

17. 写出仿射标架下不共线三点的重心坐标公式. 

18. (Ceva 定理）设点仍， 仍 ，收依次为三角形 P1P2P3 的三边 P1P2 , P2P3 , P3P1 的内点，记 
kl = ( pi , P 2,93 )i k 2 = ( P2 , P8 ,^ l ), kz = ( P 3, pi , g 2). 证明：三条线段 Piqu 柳 2 , Psgs 交于一 
点，当且仅当 kxk 2 k 3 = 1. 

1.3 节习题 

19. 在直角坐标系中，求向量只1，2, 2) 沿5(3,1， 2) 的正交分解6! +62. 

20. 设三向量汊芒不共面，向贵 d 一满足： d o = d-6 = cT.c = 0. 证明 • d = 0. 

21. 设5+5+?=0, \ a \ = 3, |6| = 1, |5| = 4.求5.?+1芒+芒.3. 

22. 用向量运算表述勾股定理和余弦定理，并证明之. 

23. 证明. = |o~6|, 当且仅当 3-6 = 0. 

24. 在直角坐标系下，巳知5(1，0，1)，玫1,-2,0)，3-1，2，1),求（35 + 5^0—6). 

25. 证明下列向 fi 恒等式1 

1 ) \a^b\ 2 ^\a-b\ 2 = 2\s\ 2 +2\b \ 2 ； 

2) |a + 6| 2 — |S — b \ 2 = 45.5; 

3) (ax6) xc = (a.c)6-(6.6)5( 二重外积公 式)； 

4) (ax 6) xc+(6xc) xa + (cxa) xb = 0( Jacobi 恒等式)； 

5) (a x 6) • (c x d) = (a • c)(6 • d) — (6 - c)(a • d)(Lagrange 恒等式)； 

6) (a x 6) x x rf) = ( S t by — (a, c ) d ; 

7) (6, c； d)a 4 - (c, a, 4 - (a, 6, (6, a, c)d = 0. 

26. 证明 * 下面的方程组 1) 有非苓解，当且仅当其系数行列式为芩.讨论方程组 2) 在什么 
条件下有解，有唯一解？并将所得结论推广到三个变量的情形. 

^ | aiix-l- ai2j/ = 0， ^ ( a u x + 0123/ = 5i, 

I 0212: -f 0222 / = 0 . I a 2 ix -f a 22 y = ^> 2 . 
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27. 用行列式解方程组： 

r2x + 3y=l, 广办咖 4’ 

1} 4^5, = 6; 个+ _ = 

I 3 x - 5 y + 6 z = 6. 

28. 设为向 量.证明： 

1 ) a x x,b x x , cx x 共面； 

2) a , 6, 芒 共面，当且仅当 axb , bxc , cxa 共线； 

3) 设 5 和 f 不垂直 ，5 •沄 = fc , f x 玄 = 5： 试用5, S ， 芒， fc 表示 f . 

1.4 节习题 

29. 在仿射标架中，求下列平面的一般方程和参数方程： 

1) 过点 (6,1,0), (1,0,1), (3,1,1 )； 

2) 过点（1，0, 一 2) 和 (-1,3,2), 平行于向量巩1, -2, 4); 

3) 过点（ 3 ，1， 一 2 )和 2 轴； 

4) 过点（6,1，0)和 (1,0,1), 平行于 y 袖; 

5) 过点（6, 1,0), 平行于平面 3 x - 2 y = -5; 

6) 过两平面2工一1/ + 2 = 3和工+ 22/ —之=—1的交线以及点 p ( l ,-2,0); 

7) 过直线与 1 = | =奇且平行于直线 f = ^ = 

8) 过平面 4 a : — y + 3 a ： = l 和 : r + 5 y — z = -2 的交线，且在 y ， z 轴上有相同截距. 

30. 在直角坐标系下，求下列平面的方程： 

1) 过点（1,一2,0)，一个法向童为 (3,1,-2); 

2) 过点（3, 一 1， 4) 和（1，0, 一3)，垂直于平面 2 x + 5 y + z = -1; 

3) 与平面 6 x - 2 y + = -15平行，且这两个平面与点（0, 一 2, 一 1) 等距； 

4) 经过之轴，且与平面 2 x + y _ = 7交成60。 角； 

5) 经过点（2,0, 一3)，且垂直于平面 x — 2 y + 4 z = 7和 3 x + 52/ — 2: = —1. 

31. 在一个仿射标架中，设直线6的 •般方 程为 

f x - 2/ + 2 + 7 = 0, 

\ 2x + y - 6 = 0, 

直线6经过点 P (-1，1，2),平行于向量珂1，2, 一 3). 试判别它们的位置 关系. 

32. 在仿射标架中，求下列直线的方程： 

1) 过点（_2,3,5),方向向董为（一 1，3,4); 

2) 过点（1，0，1)与（一1，2，-3); 

3) 过点（1，0, -1)，平行于平面 3 x + 2 y -2 = 0 与 4 x + 5 i / + z = 0 的交线； 

4) 过点 (11,9,0), 与直线气！ = ¥ = ¥和| = ^ =气1都 相交； 

5) 平行于向量 (8,7,1), 与 f = = f 和¥ = + = |都相交. 

33. 在仿射标架中，求下列直线的标准 方程： 

1) 平面 3 a : + 2 y — <2 = 0与 4 x + 5 y + z = 0 的交线； 

2) 平面3工+ 22/ —之= 2与 4 :r + 52/ + 2：= 1的交线 • 
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34. 在直角坐标系下，求下列直线的方程： 

1) 过点（ 2 , -1,3), 与直线: ^ = g = ^相交且垂直（正 交)； 

2) 过点 （4, 2, -3), 平行于平面 3 x + 2 y-z = 0 y 垂直于直线 f x +办 — 2 4 = 5 

[ ^ = 10 

3) 从点（2，-3，一1)引向直线^ ^ = f 的垂线. 


35. 在直角坐标系下，求下列点到直线、或点到平面、或两寅线之间的距离: 

1) 原点，直线（ X ， y , 之）=(1，2, 3) + <(2, 3,-1); 


2) 点(1，0,2)，直线 


2x — y — 2z = _1 ， 
x + y + = 2; 


3) 点（1，1，1)，平 ltfa : + y + z = l ; 


4) 直线_ = ^ =爭，直线 f = ^ =每; 

_{ 1 ，直线 { 工 - ⑼十 32 : 6 , 

I a: + y = 0, y 2x — y + 3z — 6. 


36. 在直角坐标系下，求下列各对直线的公垂线的方程: 


2)/ X + 2/=1 ' n = — I 

[ 2 = 0 I 2 y -h 2 = 2. 

37. 在直角坐标系下，求下列各对宵线或直线与平面间的夹角： 

1) 直线与 I 1 = ^ =甲，直线$ = ? = 

2) 直线 { X + 2/ + Z=1j 直线卜 + 2/ = — I 

[x + y + 2z = —1 ， [ 2/ -f 32 = — 2 ; 

3) 直线¥ = f =辑，平面怎一 2 y + 4之=1; 

4 ) 直线 | x ~ v~ z = -^ 平面 2 j : -之 = 一[ 

I 2 x — 3 y = _3， 

38. 在一个仿射标架中，设平面 7 T 的方程为 axby + cz = d . 对空间的每一点 p ( x , y , z ) } 
定义 /( P) =⑽ W +以- d . 证明：对于空间中任意两点 Pl , p 2 , 它们位于平面 tt 的两侧，当 
且仅当 /( Pi ), f ( P 2 ) 异号. 


第 2 章二次曲面与坐标变换 

本章介绍一些几何特征明显的特殊曲面的方程，如柱面、锥面、旋转面,和形式 
简单的方程所表示的曲面的图形，如二次曲面.这些曲面在生活和生产实践中、在 
数学、物理和工程技术中都是常见的，有必要熟悉它们的方程和图形.另一方面，结 
合坐标变换方法讨论二次曲面的化简和分类. 

2.1 常见曲面及其方程 

2.1.1 图形与方程 

坐标系实际上就是将空间中的点和三元实数组 一一 对应起来的一种方式.取 
定一个坐标系，点和坐标之间就有了特定的 一一 对应关系.我们知道，在此对应之 
下,坐标满足一个一次项系数不全为零的三元一次方程的点的集合是某个平面.我 
们说这个方程的图形是这个平面，或该方程是该平面的方程.这里有两个意思，一方 
面，平面上的点都满足它的方程，另一方面，满足它的方程的所有点都在此平面上. 
我们还知道， 一 个平面上点的坐标一定满足某个三元一次方程，也就是说每个平面 
都是某个三元一次方程的图形. 

一 般地,坐标满足一个三元方程 G ( x , y lZ ) = 0 的点形成某个曲面,给定一个曲 
面，曲面上点的坐标要满足一个三元方程 G ( x ?2 /,2) = 0. 如果曲面 S 上的点满足 
某个方程 G { x ^ z ) =0,而且坐标满足这个方程的点都在 S 上，那么我们称方程 
G ( x , y , z ) = 0 是曲面 S 的一般方程,或者说曲面 S 是方程 G( Xl Vl z )^0 的图形. 

两个平面一般地相交于一条 直线. 因此，直线可以用两个平面一般方程的联立 
方程组表示.同样地，两个曲面一般地相交于一条曲线，所以两个曲面一般方程的 
联立方程组 

f z ) = 0 , 

I G 2 { x , y , z ) = 0 

就表示一条曲线，称为曲线的一般方程. 

有了方程的图形，就能够利用图形的直观形象去讨论方程的问题.有了图形的 
方程，就能够从方程的特点去了解图形的几何性质.因此，根据给定的几何性质建立 
图形的方程，从给定方程的特点分析其图形的几何性质就是两个基本的问题. 

如果函数 G { x ^ z ) 是多项式，那么由方程 G ( x ,2/,^) = 0 定义的曲面称为代数 
曲面,多项式 GOrAy ) 的次数称为对应的代数曲面的次数.非代数曲面称为超越曲 
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面.解析几何研究的是一次和二次代数曲面，高次代数曲面是代数几何的研究对象， 
而超越曲面是微分几何的研究对象. 

例 2 . 1 球面是我们熟悉的曲面.考虑半径为 r 的球面以球心为原点建立 
直角坐标系.则点 p 在 S 上当且仅当 | 茚 | = r . 由此得 S 的 方程： 

x 2 -\- y 2 z 2 = r 2 . 

若球心为 Po ( x 0 i yo , z 0 ) y 半径为 r , 则点 p 在球面上当且仅当|沉?| = r . 于是球面方 
程为 （x - : r 0 ) 2 + (y - y 0 ) 2 +卜 — ％) 2 = r 2 . 展开即得三元二次方程： 

工 2 + 2/ 2 + 么 2 + 26 ix + 2622/ + 2632 + c = 0. 

这个方程的特点是没有乘积项： a : y ， yz , zz ， 且平方项系数都相等.反过来，每一个这 
样的方程都可写成如下形式： ^ 

(x + 6i) 2 + ( 2 / + & 2) 2 + (: + &3 ) 2 + c - 6i 2 + 62 2 + 63 2 = 0. 

它表示一个球心在 (- 61 ,- 62 ,- 63 ), 半径为 y / b ? + h 2 + 6 3 2 — C 的球面.当以+ 
W + 6 3 2 - c < 0 时,图形无实点，叫做虚 球面. 

例 2 . 2 与给定直线纟的距离为常数 r 的点形成的曲面就是圆 柱面. 直线 f 称 
为它的对称轴， r 称为它的半径.以纟作为 z 轴建立直角坐标系，则点 （： c ， 2 /,^ 到 2 
轴的距离为因此圆柱面的方程就是 

\/ x 2 -h y 2 = r BP x 2 + y 2 = r 2 , 

这个方程的特点是不含 z . 在平面几何中,这是 rry 平面上的一个圆.在空间中，点有 
三个坐标，对于圆柱面上的一个点，当它的第三个坐标任意变动时，点仍在柱面上， 
所以这是一些平行干 z 轴的直线组成的 曲面. 

除了仿射坐标系和直角坐标系外，还常用到柱坐标系和球坐标系，如图 2 . 1 •取 
定一个右手直角坐标系 ( o ; ei $ e 2 , e 3 ). 于是在: q / 平面上可以确定一个以 o 为原点, 
x 轴为极轴的极坐标系.设点 p 的直角坐标为 （ u /， z )， P 在面上的垂足为 g . 设 
q 的极坐标为 ( r , 6 ), 其中 r ^ 0 , 0 ^ ^ < 27 T , 则点 p 的位置可由 （ r ， 0 ， 2 ；) 确定.称有 
序三数组 ( r . e y z ) 为点 p 的柱坐标.每一点到它的柱坐标的这种对应称为柱坐标系. 

设点 P 到原点的距离为 ft ， 即 | 茚|，从 2 轴正向到茚的角记为 0 ，那么点 
V 的位置又可由三数组氏 A 0 确定. 我们称有序三数组 ( R , 0, 0) 为点 P 的球坐标， 
其中 H > O , O <0<27 r ， O <0<7 r •除2轴外，空间中每一点到它的球坐标的这种 

对应关系就称为球坐标系. 
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图 2.1 

于是当取定空间的一个右手直角标架以后，我门就得到一个直角坐标系、一个 
柱坐标系、 一 个球坐标系. 一 个点的柱坐标和直角坐标的关系为 

x = r cos 6 , y = r sin 0, z = z . (2.1) 

一 个点的球坐标和直角坐标的关系为 

x = i ? sin ( p cos y = RsincpsmO , z = R cos </>. (2.2) 



在 (2.2) 式中 ，当 /? 为常数， 0 ^ 0 < 2tt, 0 彡 0 彡 tt B 寸，这就是球心在原点，半 
径为丑的球面的参数方程.球面上除南北极（球面与2轴的交点）外的每一点对应 
唯一的一对实数 賴、 因此称 (6^) 为球面上点的曲纹坐标.地球表面可以近似地 
看作一个球面，用经度和纬度两个数来确定地球表面上点的位置 • 但地球上的经纬 
度用的是 （0，90。 ，且 0 的取值范围是 -180° 《0( 180°, 角度的负值分别对应 

于西经和南纬. 

一 般地，曲面的参数方程是含两个参数的方程，如 



X == x(u, V )， 

y = y ( uyv ), 

z = z(tx, V), 


a ^ u ^ 6, 
c^v^d. 


(2.3) 


对于 ( u , v ) 的每一对值,有确定的点 ( x . y . z ) 在曲面 S 上;而曲面 S 上任一点的坐 
标都可由 ( u , v ) 的某一对值通过式 (2.3) 表示. 


2.1 常见曲面及其方程 
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一 般地，曲线的参数方程是含有一个参数的方程，如 

{ X = x ( t ), 

y = y { t) y a^t ^ b . (2.4) 

z = 名⑻， 

对于 t 的每一个值，有确定的点在曲线 C 7 上; 而曲线 C 上任一点的坐标都可由 t 的 
某一个值通过 (2.4) 表示. 

空间曲线也可看作一个质点沿此曲线运动时所両出的轨迹.在运动的不同时 
刻 <，质点处在不同位置,每个位置都确定曲线上的一个点.因此，曲线上点的位置, 
从而它的坐标是 t 的函数. 

例 2.3 绕一轴旋转，同时又沿着轴线方向前进而运动的点的轨迹是圆柱面上 
的一条曲线叫做圆柱螺线.选取圆柱螺线的轴为2轴，设动点从初始时刻的位置 
Po ( a ,0,0) 开始运动,以等角速度绕 z 轴旋转,同时又以等线速度 t ; 沿^轴的正向前 
进.因此,在时刻 t 质点的位置为 

( x , y , z ) = [a cos ujty asincjf , vt ) 9 

这就是圆柱蜾线的参数方程.从上式中消去参数 <，即得普通方程 

[ x 2 -\- y 2 = a 2 , 

I x = acos (v)- 

例 2 .4 试求经过三点仍(1,0,0),仍(0，1,0),仍(0,0，1)的圆的方程，并求圆心的 
坐标和半径. 

解计算得三点仍， P2 , P 3 所确定的平面 7 T 的方程为 x + y + z =\. 经过四点 
Pi, P2, P3, O 的球面方程为 x 2 y 2 z 2 - x - y - z = 0. 于是，球心坐标为 （ U , |), 
球面半径为尺= #• 因此，过三点仍， P 2, P 3 的圆的方程为 

{ X 2 y 2 z 2 - x - y - z = 0^ 
x +y + z = 1. 

所以过球心且与平面 TT 垂直的直线£的方程为 

1 1 1 

X - V - Z - 

_ 2 = ：_2 = _ 2 

1 一 1 一 1 , 

即 x = y = 2 .直线 f 与平面 7 T 的交点 （ m ) 即为所求圆的圆 心. 又球心到 7 T 的 
距离为 d = - 1)2 = ^,故所求圆的半径为 
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2.1.2 旋转面 

球面和圆柱面都可由一条曲线绕一条直线旋转而生成.在生产实践与日常生活 
中，常可碰到这种表面为旋转面的物体，如轮胎、花 瓶等. 下面我们来讨论直角坐标 
系下旋转面的方程和性质. 

定义 2.1 空间中一条曲线 C 绕一直线£旋转所得曲面 S 称为旋 转面. 直线^ 
称为 S 的轴，曲线 C 称为 S 的母线.过£的半平面与 S 的交线叫做 S 的一条经线 
或子午线 . C 上一点 p 旋转而得的圆称为 S 的纬线或纬圆 • 

显然，旋转面的经线是母线，但母线不一定是经线 • 

设旋转面 S 的轴 f 过点 po , 平行于非零向量仏按定义， 点 P 在 S 上的充要条 
件是 P 在经过母线 C 上某 一点仍 的纬圆上,如图 2.2, 即有母线 C 上一点仍，使得 
g 与€垂直，且仍和 P 到轴彳(或点 Po ) 的距离相等，即点 P 在 S 上当且仅当存在 
C 上点 Pl 满足条件 


碰•{；=()， | po ^| = \ P 6 Pil ( 2 *5) 


据此可以建立 S 的方程. 



例 2.5 设旋转面 S 的轴/ 过点 po ( l ，3, -1)，方向向量为 ^(1,1,1), 母线 C 是 
过点9(0, _2,1)，平行于向量5(1，-1， 1) 的直线，求 S 的 方程. 



2.1 常见曲面及其方程 


解由已知条件可写出母线 C 的方程为 ( x lV , z ) = (0, 一 2, l ) + t ( l ， 一 1,1) .于 
是点 z ) 在 S 上，当且仅当存在 C 上点 pxixi . yi . zx ) 满足条件： 

{xi,y u z\) = ( 0 , - 2 , 1 ) + ^ 1 ,- 1 , 1 ), 

(x - x \) + ( 2 /一 yi ) + - zi ) = 0, 

I (x — l)2 + (2 / — 3) 2 + (z + l) 2 = 

I (xx - l) 2 + (yi - 3) 2 + (Zi + l) 2 . 

从上式中消去 A , yi ， t ， 化简即得 S 的方程为 

a: 2 -f 2 / 2 4- z 2 4 - 3xy + 3xz H- 3yz 4 - 10a: 4 - I2y + 8 之 + 17 = 0. 

简单起见，常选取旋转面的轴为直角坐标系的坐 标轴. 例如，取旋转面 S 的轴 
为2轴,则条件雨0就是 p 与 P 1 的 z 坐标相同，每点到 z 轴的距离的平方就 
是其 A y 坐标的平方和.若取 p 面上的经线 C 为母线，设 C 的方程为 

f /( y ， 之）= 0， 2/^0, ( 2 6 ) 

\ x = 0 ， 

那么点 P ( x , y ， z ) 在 S 上当且仅当点 Pi ( 0 , 2 / 1 , 2 ) 满足： 

2/1 = \/^ 2 + y 2 , f{yuz) = 0. 

因此旋转面 S 的方程为 

/(>/^T^) = 0. (2.7) 

如果母线 C 的参数方程为 


(x, y, z) = (/(t), g{t), h{t)) } a (2.8) 

那么点 p(x y y lZ ) 在旋转面 S 上，当且仅当存在 C 上点 Pl (/(t) ， p ⑷， ft ⑹，使得 z = 
/i ⑷，且 p 在圆心为 （ 0 , 0 ， ft ⑷ ) ，半径为 v // ⑷ 2 + dW 的纬圆上 . 于是旋转面 5 的 
参数方程为 _ 

f X = y/f{t) 2 -f g(t) 2 cos 9 y 

l y=y/f{t) 2 + g{t) 2 sin 9, (2.9) 

I z = 2tc. 


(y - b ) 2 + z 2 = a 2 , 


例 2 . 6 当 6 〉 a> 0 时，圆 


x = 0 



绕 z 轴旋转所得旋转面 S 称为圆环面（参见图 2.3), 其方程为 


( \/ 工 2 + 2/ 2 — b) 2 -f 2 2 = a 2 . 




图 2.3 圆环面 

一个椭圆绕它的长轴或短轴旋转得到的旋转面称为旋转椭球面 • 双曲线绕它 
的虚轴旋转得到的旋转面称为旋转单叶双 曲面. 绕它的实轴旋转得到的旋转面称 
为旋转双叶双 曲面. 抛物线绕它的对称轴旋转得到的旋转面称为旋转抛 物面. 这些 
旋转面的方程都是二次方程，因而它们都称为旋转二次曲面. 

例 2.7 ^面上下列二次曲线 

f 没 2 丄之 2 1 ( y 2 z2 1 [ z2 y 2 - 1 f y 2 

j ! 厂？ =i ， ! @ - 私 

[ x = 0, [ x = 0, [ a : = 0, [ ^ = o 

绕 z 轴旋转所得旋转二次曲面（图 2.4) 的方程分别为 


旋转捕球面 

X 2 

+ ' 

f ^ = 1 ， 

(2.10) 

旋转单叶双曲面 

X 2 

^2 

, 2/ 2 

-P 

(2.11) 

旋转双叶双曲面 


a 2 

之 2 ! 

(2.12) 

旋转抛物面 


a 2 

= 2 z . 

(2.13) 



图 2.4 旋转二次曲面 

例 2. 8 设6与6为两异面 直线. 将 G 绕6旋转，求所得曲面方程. 


2.1 常见曲面及其方程 
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解如图 2.5, 选取 A 为 z 轴, e u e 2 的公垂线为 a ： 轴， 6 上垂足为 (0,0,0), 4 
上垂足为 ( a , 0,0). 于是可设心的方向为 (0,1,6), 因而4的方程为 

(x,y,z) = (a, <, 6^), teK. f 

由此知旋转面 S 的方程为 

{ X = y/a 2 + t 2 cos0, 
y = y / a 2 + 1 2 siu 0 y 
z = bt，t eR, 0 ^ 0 27T. 

当 6 一 0 时，可消去 t 与沒 ，得 

x 2 + y 2 z 2 

这是旋转单叶双曲面.当 fc = 0时，消 去仏得 

| x 2 + 2 / 2 = a 2 +t 2 , 

\ z = 0, ^ € R. 


这时 x 2 + y 2 ^ a 2 . 因而这是位于邛面上的圆 


+ y 2 


及其外部 



一 条直线绕着一条与它平行的直线旋转所得曲面显然是圆柱面.一条直线绕 
着一条与它相交的直线旋转所得曲面称为圆锥面.圆锥面的母线与轴线的交点称 
为锥顶，夹角称为半顶角.例如,直线 


y = az -\- b , 
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绕 z 轴旋转所得旋转面 S 的方程为 x 2 + y 2 = ( az -^ b ) 2 . 当 d / 0时, S 是以（0,0, - 会) 
为顶点的圆 锥面; 当 a == 0时， S 是以|&|为半径的圆 柱面. 

圆柱面和圆锥面具有特殊的几何性质，也可利用它们的几何性质建立其方程. 
圆柱面由轴和半径两个因素决定，它是到轴距离等于半径的点的轨迹.如果轴经过 
点 Po , 平行于向量仏半径等于 r , 则点 p 在柱面上当且仅当 


{ Pop'xvl ― 

* 

如果知道圆柱面的轴和它上面一点仍，就可求出半径，得出圆柱面的方程 


(2.14) 


X iT| = IpoPi X ^1- 


(2.15) 


圆锥面由轴线、锥顶和半顶角这三个因素决定.假设锥顶为如，半顶角等于 h 


则点 P 在圆锥面上当且仅当向量 W 与轴线夹角为 A 即 


I 茄.句 
\ Pot >\\ v \ 


cosO . 


(2.16) 


如果知道圆锥面上的一点仍，就可以求出半顶角，得到圆锥面的方程 


\Pop- v\\poPi\ = IPoPi - v\\poP\- (U7) 

例 2.9 求以直线 x = y = z 为轴，过直线 2 x = 3 y = - 5 z 的圆锥面 方程. 

解两直线的交点 o (0,0,0) 为所求圆锥面的顶点，珂1，1，1)为轴线的方向向 
池且 （ ii 占）是圆锥面上的 一点. 设 P ( x ，2/， z ) 为圆锥面上任意一点，则 

岡.句 = llx! + lx! + lx (-^)1 

m ^\ ' V 12 + 12 + 12 ^( 1)2 + ( 1)2 + (^ 1)2 - 

于是所求圆锥面的方程为 

\x-\-y-\-z\ , _ 1 

y / 3 y / x 2 + J/ 2 + 2 2 >/§， 

即 xy yz xz = 0. 

圆柱面也可看成是一族平行直线组成的，即特殊的 柱面. 而圆锥面可看成是一 
族经过一定点的直线组成的，即特殊的锥面.下面介绍一般的柱面和锥面. 

2.1.3 柱面与锥面 

定义 2.2 设 C 是一条空间曲线 ， < 是一条定直线•与 C 相交且与£平行的所 
有直线构成的曲面 *5 称为柱面，这些直线称为它的 母线. 在柱面上与各母线都相交 
的一条曲线称为它的一条准线. 


2.1 常见曲面及其方程 
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柱面也可以理解为一条直线纟沿一条曲线 C 平行移动所形成的 曲面. 柱面的 
准线和母线都不是唯一的.但母线方向唯一（平面例外) • 从准线的各点沿母线方向 
作平行线就得到柱面，因此柱面由母线方向和一条准线所确定. 

如图2.6,设一个柱面 S 的母线方向为$准线为 C ， 则点 p 在柱面 S 上的充要 
条件是 P 在某一条母线上，即有准线 C 上一点 p 0 , 使得 P 在过网且方向向量为疗 
的直线上.据此可建立柱面的方程. 




图 2.6 

如果准线 C 的方程为 

{ Gi(x ， y ， z) = 0 ， 

G 2 (x,y, z) = 0, 

母线方向向量为那么点 p(a:,y，20 在 S 上当且仅当存在准线 C 上一点 
Po ( x 0 ,2/ o ,^ o ), 使得 m // v 当且仅当存在实数 t 使得 

( G\(x + t/, 2 / 4 - tm ， z-i-tn) = 0, 

G 2 {x + tm, z + tn) = 0. 

从上式中消去 L 得到的关于 x ， y , z 的方程即是所求柱面的方程 • 

如果 C 的参数方程为 

， ( x , t / ? z) = (/(0> 办 ⑷)， a < t < 6， 

母线方向向 M 为则柱面 S 的参数方程为 

(x, 2 /,z) = (/(t) + sZ, g(t) -h sm, h(t) 4 - sn), 5GR. 

定理 2.1 若一个柱面的 母线平 行于 z 轴（或: r 轴，或 y 轴)，则它的方程中不 
含 z (或: r ， 或 2/); 反之，一个三元方程如果不含4或 A 或2/)，则它一定表示一个母 

线平行于 z 轴（或$轴，或2/轴）的柱面 • 

证设柱面 S 的母线平行于 2 轴，则 S 的每条母线都与: ry 面相交，从而 S 与 

xy 面的交线 (7 可作为 S 的准线，设 C 的方程为 
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I /( 工，2/) = 0， 

y z = o. 

点；) 在 S 上的充要条件为存在 C 上一点 PO , 使得 P 在过 PO 且方向 向董为 i ； 的 
直线上.因此,得到柱面的方程为 f ( x } y ) = 0. 反之，任给一个不含 z 的三元方程 
9{ x , y ) = 0,考虑以^轴方向为母线方向，以曲线 

J 咖，2/) = 0， 


为准线的柱面.由前面的证明知,这个柱面的方程为 g ( x , y ) = 0. 因此方程 g { x ， y ) = 
0表示一个母线平行于 Z 轴的柱面反同样地，形如 /( y , ^) = 0 的方程和 /(A x ) = o 
的方程分别代表母线平行于: T 轴和2/轴的柱面. 口 

例如，方程 

x 2 <r 2 7/ 2 

巧 + 庐 = 丄，7 一庐 = L x2 = 2 pv ( 2 - 18 ) 

都表示母线平行于 z 轴的柱面，它们的一条准线（与 rrj / 面的交线） 



分别为椭圆,双曲线，抛物线，因此分别称为椭圆柱面 （a = 6时，为圆柱面)，双曲柱 
面和抛物柱面.这三种柱面可视为一条平行于2轴的直线分别沿一个椭圆、双曲 
线、抛物线运动而成，参见图 2.7. 它们的方程都是二次方程，因而统称为二次柱面. 



2.1 常见曲面及其方程 
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表示空间曲线的方程不是唯一的，利用缺少一个变量的方程表示柱面这一事实， 
可将曲线方程化为等价的方程 

j Gi{x y y) = 0, 

\ G2(X,Z) = 0 ， 

将曲线表示为两个柱面的交线.这两个柱面都称为曲线的投影 柱面. 显然，利用投 
影柱面能容易地作出曲线的图形. 

定义 2.3 设 C 是一条空间曲线, v 为 C 外一定点，过与 C 7 相交的所有直线 
组成的曲面 S 称为锥面，这些直线称为 S 的母线，定点 v 称为 S 的顶点， S 上与各 
母线都相交但不过顶点〃的曲线称为 S 的准线.（见图 2.8) 



图 2.8 

显然, 一 个锥面由其顶点和它的一条准线所确定，把准线的各点与顶点用直线 
联结起来就得到锥面.但一个锥面的准线不是唯一的，一般可取锥面在一平面上的 
截线为 准线. 设锥面顶点为 v ( x 0 , yo ^ o ), 准线 C 的方程为 

| = 0, 

\ G 2( x , y ,2) = 0. 

则点 p(x,y iZ ) 在锥面上，当且仅当存在 C 上一 点仍， 使得 p 在直线 m 上,即存在 
实数力,使得 pi(xo + (x - x 0 ) t , yo + (y - yo)t 、 勿 + ( 刀一 zo)t) e C , BP 

{ Gi^o + (x - x 0 )t, yo + (y - yo)t ， zq-\-(z- zo)t) = 0, 

G 2 (x 0 + (z - x 0 )t, y 0 + (y - Vo)t y z 0 -h(z- zo)t) = 0. 

消去 £ 后得到的三元方程即为所求锥面 ^ 的方程.若 C 由参数方程 

{x,y,z) = (f(t) y g(t) f h(t)) t a4 ： t^b 

给出，则锥面 S 的参数方程为 

(x ， y, 名 ）= (1 - s)(x 0 ,yo, 2 o)-»- s(f(t) y g(t),h{t)) y a < t < 6, 3 € R. 
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定义 2.4 设 n 为整数，称函数 G ( x , V ， z ) 为 n 次齐次函数或称方程 G ( x y y y z )^ 
0为 n 次齐次方程，如果对定义域中所有 a :， ％ z 和任意非零实数£，总有 G ( tx ， ty ， 
tz ) = t n G ( x 1 y i z ). 

定理 2.2 —个关于 o ：， ％ z 的齐次方程表示一个顶点在原点的 锥面； 以原点为 

顶点的锥面在直角坐标系中可用: r , 2/, z 的齐次方程表示. 

证 设 G ( x , y , z ) = 0是 n 次齐次方程，它表示的曲面添上原点后记作 S •在 S 
上任取一点 Poixo . VOyZo ) ^ o , 直线 opo 上任意一点 PI / O 的坐标为 { x 0 t y y 0 t y z 0 t) y 
其中 t ^ O . 因为 G ( x 0 t } yot } zot ) = t n G ( xo , yo , zo ) = 0, 从而 pi € 因此直线 opo 在 
5 上.所以 S 由过原点的直线组成，即 S 是锥面. 

反之，设 S 为锥面，以 S 的顶点为坐标原点，准线 C 所在平面 7 T 的垂线为;2 轴， 
于是 C 的方程为 

I /(x,2/) = 0, 

I z — k . 

设 p ( x , y 、 z ) 为 S 上任意一点，直线 op 与 C 的交点为 Po ( x 0 ， yo ， k )， 于是碗=碎， 
因而邳=譬， y 0 = 故 P ( x ， y ， z ) 满&齐次方程 



反之，若 v { x , y )Z ) 满足方程 (2.19), 则直线 op 上的点 pi(^, 竽， fc ) 在 C 上.因此点 
P 在 S 上.所以 (2.19) 就是 S (除顶点）的方程. □ 

根据定理 2.2, 下列二次齐次方程表示一个锥面,称为二次锥面.如图 2.9. 

7 +庐-孑 =0 . ( 2 . 20 ) 



图 2.9 二次锥面 
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椭球面 
单叶双曲面 
双叶双曲面 
椭圆抛物面 
双曲抛物面 


前四个方程和旋转二次曲面的方程比较，只是 y 2 项的系数不同 • 类似于平面上 
的椭圆与圆的差别.我们知道，椭圆可看成圆的某种变形 • 从几何上看,将圆沿坐标 
轴压缩（或拉伸）就得到椭圆.用坐标来描述这一变形的话，就是作了一个变换•如 
将每一点 ( Xl y ) 变为 ( kx ， y ), 这样的变换称为压缩系数为 fc 的压缩 变换. 在空间中 
也可以定义压缩变换. 

在空间取定一个直角坐标系，向平面作系数为 A 的压缩就是把空间的每一 
点 p ( x , y y z ) 变为点 ky , z ). 设一个图形 S 的方程为 G { x y y , z ) = 0,则压缩后的 
图形 V 的方程为 GOrjy ，2) = 0 .因此，椭球面、单叶双曲面、双叶双曲面、椭圆抛 
物面可分别看作是 （2.10), (2.11), (2.12)， （2.13) 向: cz 平面作系数为|的压缩而得 

到的图形. 

2.2.1 对称性 

图形的对称性是一个重要的几何性质•设 S 为一空间图形，列 ， A I 分别为空间 
中的点,直线与平面. 

如果对任意 pes , 存在 qes , 使得 PO 为 pg 的中点，则称 PO 为 s 的对称中心， 
也称 S 关于 pq 是(中心 ） 对称的； 


2.2 二次曲面的几何性质 

上一节我们对一些几何特征明显的图形建立了方程.如旋转二次曲面，二次柱 
面，二次锥面，它们在直角坐标系下的方程都是关于变董: r ， ％ 2的三元二次 方程. 
本节我们从方程出发，讨论直角坐标系下二次方程的 图形. 

三元二次方程的一般形式为 

Q(x,y y z) =a u x 2 -I- a 2 2 V 2 + a 33 z 2 4- 2a 12 xy + 2a 13 xz + 2a 2 ^yz ( 2 ^ 

+26ix + 2&2l / + 263^ + c = 0 ， 

其图形称为二次曲面.我们从几个角度来分析下面五种二次曲面的性质： 


V)/ \J/ V)/ \1/ XII/ 

2 3 4 5 6 
2 2 2 .22. 

2 . 2 . 2 . 2 , 2 . 

/|\ /|\ /(\ /c\ /V, 


2^?2^_^2^_ 2 c ^22: 


+ + + 4* I 
2 H 5 la 2 x 2 la 2 x 2 la 2 x 2 la 2 
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如果对任意 p e 存在 (7 e S ， 使得 w 被 f 垂直平分，则称纟为 S 的对称轴， 

也称 S 关于纟是（轴）对称的； 

如果对任意 p € 5,存在 g S ，使得网被 7 T 垂直平分，则称 7 T 为 S 的对称平 
面，也称 S 关于 7 T 是（面）对称的. 

在直角坐标系中，若将方程中一个变量（如4的符号改变，而方程不变，则曲 
面关于该变量所对应的坐标面(如 w 平面）对称;若将两个变量（如 A y ) 同时改变 
符号,但方程不变，则此曲面关于第三变量对应的坐标轴（如 Z 轴）对称;若将三个 
变景同时改变符号，但方程不变，则此曲面关于原点对称. 

方程（2.22)，(2.23)， (2.24) 中各坐标都以平方项出现，若 （： r ， y ， 幻满足 *5 的方程， 
则（士: r ， 士％ 士 2) 也满足 S 的方程.所以它们的图形，椭球面、单叶双曲面和双叶双 
曲面关于坐标原点、各坐标轴、各坐标平面都对称，即坐标原点、各坐标轴、各坐 
标平面分别是它们的对称中心、对称轴和对称平面.方程 (2.22) 中 a :, y 以平方项出 
现，而2不是.因此，椭圆抛物面、双曲抛物面关于面、^面对称，关干 z 轴对 
称，但关于叩面不对称，关于 rr 轴、2/轴不对称，关于原点也不对称 • 


2.2.2 平面截线 

下面我们用截线法来认识曲面的大概形状，即是用一组平行的平面去截曲面 • 
从截线的形状了解曲面的形状，讨论曲面的性质. 

1. 椭球面 

对于椭球面 (2.22), 平行于巧面的平面截线为 

x 2 y 2 Z 2 

— 4- - h —— 

a 2 ^ b 2 c 2 

z — h y 




当 |/ l | < C 时，截线是椭圆,它随 fe 的增大而缩小，但离心率不变 ; N = C 时，截线缩为 
一点； |/ l | > C 时，截线为空集.平行于 XI /面或 W 面的平面截线情形完全 类似. 因此 
(或从方程可知)，椭球面是有界图形，它上面所有点都在平面 x = ± a y y = ± b,z = 
±c 所围成的长方体内.它与三个对称轴的交点 （土 a ，0,0)，（0, 士6,0)， (0, 0, ± c ) 称为 
S 的顶点，每条对称轴上两个顶点间的线段长度的一半 a ， &， c 称为椭球面的半轴 
长.参见图 2.10. 

2. 双曲面 

对于单叶双曲面 (2.23), 平行于 xy 面的平面截线 
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是 椭圆， 其半轴 Y = fW + 孑， b ， = ^ y / h 2 -h c 2 随 / i 增大而增大，离心率不变•当 
九= 0时，半轴最短，此时截线称为腰 椭圆. 腰椭圆 



位于柱面装+ f = 1上,整个曲面其余部分位于此柱面的 外面. 平行于 M 面或 M 
面的平面截线一般为双曲线 • 例如 ， y = h 的截线 



X 2 Z 2 

a 2 c 2 


h 2 

¥ 



除 /i == 土6时为两条相交直线外，其他都是双曲线，但1叫 < 6时双曲线的实轴平行 
于 x 轴，虚轴 平行于 z 轴 ， IM > a 时则相反.曲面与 z 轴和 y 轴分别交于 （土 a ， 0,0) 
和 （ 0, 士6,0)，这四点称为它的顶点 • 因- oo<:r ， y,z< 00 , 所以曲面是无界的•参见 
图 2.11. 

对于双叶双曲面 (2.24), 平行于 X ?/面的平面截线为 



当 1 M > c 日寸，截线为椭圆,它随&的缩小而缩小;当 IM = c 时，它缩为一点 (0, 0, 士 c ); 
当叫< c 时，截线为空集.平面干 W 或 X 2 面的平面截线都是实轴平行于 z 轴的 
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双曲线，曲面与 2 轴相交于两点 (0,0, ± c ), 称为它的顶点，且 | z | > c , 因而其图形按 
之彡 c 与2：彡 - c 分成 两叶. 参见图 2.12. 




图 2.11 单叶双曲面 


图 2.12 双叶双曲面 


考虑二次锥面（2.20)，双叶双曲面 (2.24), 单叶双曲面 (2.23). 它们与平面2 
的交线均为椭圆.这些椭圆的半轴分别为 


' a= ~c H 


b =- c ^ 


a \ = — \// i 2 — c 2 , bi = - Vft 2 ~ c 2 : 
c c 


CL2 


-y/h 2 + c 2 , 62 =- 



它们的离心率相同，故为相似椭圆，且 


a\ < a < a2, b\ < b < 62 ； lim (a2 — ai) = lim (62 — b\) 


I 凡 I 


h 


即 | ft | 无限增大时，三个曲面无限接近.因而称二次锥面 (2.20) 为双叶双曲面和单 
叶双曲面的渐近锥面.双曲面 （2.24) 和 (2.23) 称为一对共轭双曲面. 

3. 抛物面 

对于椭圆抛物面（2.25)，平行于: ry 面的平面截线为 



当 /I > 0时截线为椭圆，随 /I 的缩小而缩小;当= 0时缩为一点 (0,0,0); 当 /I < 0 
时为空集.可知整个曲面位于 zy 面上方.平行于 xz 面和 2/ z 面的平面截线都是对 




2.2 二次曲面的几何性质 


• 51 • 


称轴平行于2轴的抛 物线. 以 x = ft 为例，截线 



开口向上,顶点为（/1，0，备),这些顶点的轨迹是抛物线 



(2.27) 


(2.28) 


于是曲面可视为抛物线 (2.27) 沿抛物线 (2.28) 平行移动而成.参见图 2.13. 
对于双曲抛物面 (2.26), 平行于 xy 面的平面截线为 



当 /I = 0时，截线为相交于原点 o 的两直线,截线为双曲线（当 /I > 0时,实轴平行 
于: r 轴，当 /I < 0时,实轴平行于 y 轴).平行于^面和 P 面的平面截线都是抛物 


线.以 : r = / I 为例,截线是 



(2.29) 


其开口向下,顶点为（心0，备).这些顶点的轨迹也是抛物线 



(2.30) 


于是曲面可看作是抛物线 （2.29) 沿抛物线 (2.30) 平行移动所产生的 图形. 它不是封 
闭的曲面.在原点附近，形状似马鞍,因此它也叫马 鞍面. 参见图 2.14. 




图 2.13 椭圆抛物面 


图 2.14 双曲抛物面 
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例 2.10 求过椭球面 




1， 


0 < c < a < b 


的中心并与 s 的交线为圆的平面（称为 s 的圆截面，此交线称为截圆). 

解设圆截面为 TT . S 的中心 O 也是 7 T 的对称中心，于是 O 为截圆的圆心.故 


此截圆的方程为 




a 


2 


6 2 c 2 


x 2 + y 2 -h 2 2 = r 2 , 


其中 r 为截圆的半径.于是， tt 在以 o 为顶点的二次锥面&上: 


5 i ： 




办 2 = 0 


因此& 应为过0点的两个平面. 所以& 的方程左边有一项的系数为零.若 r 2 = 6 2 
或 c 2 , 则&为直线.若 r 2 = a 2 , &为一对实平面： 


c\/o^ — a 2 y ± by/a 2 — c 2 z = 0. 


此即过中心的圆截面. 

2.2.3 直纹面 

由一族直线构成的曲面称为直纹面，这些直线称为它的直母线.柱面、锥面都 
是直纹面，旋转单叶双曲面也是直纹面.对于二次曲面，除了二次柱面，二次锥面外， 
我们来证明，单叶双曲面与双曲抛物面也是由直线组成的. 

定理 2.3 单叶双曲面和双曲抛物面是直纹面,过每点有两条直母线. 

证将单叶双曲面 S 的方程 （2.23) 改写为 

(H) d) = ( 1 + ?) ( 1_ D - 

一 方面，对于任意给定的不全为零的实数％ %下列两条直线 

皆，卜 M ) 

都在 s 上.于是我们得到上两族直线 

/ = {( u ：v ： w，v € R ， uv ^ 0 } y V = {^ :v : w, v 6 R, wv 7 ^ 0}. 



i ' : 


皆 >4 + 1 ) 


(2.31) 
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另一方面，对任意一点 po { xo , yo , zo ) e S , 显然1 +聲与1 — f 不同时为零.如果 
1 + f # 0,令 




工0 ^0 

a c 



毕; 


如果1 一 弩/ 0,则令 


XQ 







XQ Zo 

- 1 - • 

a c 


那么 P 0 在上，同时也在 C , : t / 上.因此， S 是由直线族 {£ n : v } 组成的,也是由直 
线族 K : v ) 组成的.总之， *5 是直 纹面. 另外，若/中直线和 iur . v , 都经过点 
如，则 W •• 仍=奶％这两条直线相同，即/中只有一条直线通过点列.同样地， 
V 中也只有一•条直线通过该点. 

类似地，可以证明，双曲抛物面 (2.26) 是直纹面.它有两族直母线 


4： 




(2.32) 


而且对于曲面上每一点，每族中有唯 一一 条直母线通过该点.见图 2.15. □ 



2.3 坐标变换 

在不同的坐标系下，同一点有不同的坐标，因而同一图形有不同的方程.方程的 
形式简单，它的图形的几何性质就明显，这正是上一章我们之所以能直接从方程讨 
论图形的几何性质的原因 • 对于给定的图形，我们需要选取合适的坐标系，使得它 
的方程较简单.为此我们要研究同一点在两个坐标系中的坐标之间的关系.我们将 
利用坐标变换方法来化简二次曲线与二次曲面. 
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2.3.1 平面坐标变换 

如图 2.16, 设 I =( o ; 和 11=(^; /1,/2)是两个平面仿射标架.我们先来讨 
论向量的坐标变换.向童的坐标只与基有关,与原点无关.如果知道两个基之间的 
关系，我们来求出任意 向童的 I 坐标（在 I 中的坐标）和 II 坐标之间的 关系. 为此， 
设 /!， A 的 I 坐标分别为 Ci = ( Cn , C2l ), C2 = ( Ci2 , C22 ), 艮 P 

{ /i = cuei + C 2 ie 2, 

h = C 12 C 1 + C 22 C 2. 

设向童订的 I 坐标和 II 坐标分别为 （ AJZ ) 和 ( xW ). 于是 

v =xei -f ye 2 = x f f\ -h y'h 

= x / (cnei + C21S2) + 2 / , (ci 2 ei -f- ^22^2) 

=(CnX ； -f Ci22/)ei - 1 - (C 21 〆 + C22V')^2 - 


由向量坐标的唯一性，得到平面向量的仿射坐标变换公式: 

( X = c u x ’ + C12〆 ， 

y = C21X ’ + C22lA 


(2.33) 


下面求同一点的 I 坐标和 II 坐标的 关系. 为此,需明确两坐标原点之间的关系, 
这由原点 c / 的 I 坐标给出.设点 o ' 的 I 坐标为 ( x 0 , j / o ). 点 P 的 I 坐标和 II 坐标分 
别为 （ AI /) 和 W ). 因为点 〆 和 p 的 I 坐标分别是向量3和茚的 I 坐标，点 P 
的 II 坐标是向量 芯的 II 坐标，即 


0 ? = x 0 ei + y 0 e 2 , ^ = xei 4- ye 2i o^p = x f fi -1- y’ 石 . 

应用公式 (2.33), 得向量$的 I 坐标为 ( cnx ' -f ci2y '， + c 22 y / )» 
3 + $， 用 I 坐标代入此式，即得平面点的仿射坐标变换公式： 

{ X = Xo + C11X’ +C12I /， 

V = Vo + C21X’ + C221A 


由于莎= 


(2-34) 


公式 (2.33) 中的4个系数 c n ， c 12 , c 21 ， c 22 反映了两个基之间的关系 • 因为 
A ( f ll f 2 ) = det(ci,C2)A(ei,e 2 ), 且 /U 不共线，因此 


det ( ci ， C 2) = 


C11 Q21 

C 12 C 22 


#0. 



2.3 坐标变换 


. 55 • 


进一步， (/ i ,/2) 是么正基，当且仅当 S ijy 1 ^ j ^ 2. 如果 ( e x , e 2 ) 是右手 
么正基，那么 (/ l ,/2) 是么正基，当且仅当系数⑷要满足么正条件： 

2 [ C U 2 + C21 2 = 1, 

> : CikCjk = ^ijy 即 \ + C22 2 = 1» (2.35) 

fc=1 CnCi 2 H- C 21 C 22 = 0. 


此时必有 A ( f u f 2 ) = det ( Cl , c 2 ) = 1( 或-1)，相应地， II 是右（或左) 手系. 假定 II 是 
右手系，则由么正条件立即推出 


cn = cosOy C12 = — sin 汐， C2i = sin 汐， C22 = cos ^. 

因此我们得到向量的直角坐标变换公式： 

{ a : = x 7 cos 0 — y ’ sinff ， 
y = X ’ sin 0 + y ’ cos 汐， 


(2.36) 


和点的直角坐标变换公式: 


x = x f cos 0 — y ’ sin 0 + xo , 
y = x ’ sin 汐 + y ’ cos 0 + yo - 


(2.37) 


特别地，当 0 = 0 时，公式 (2.37) 称为移轴 公式; 当 x 0 =抑= 0时，公式 (2.37) 称为 
转轴公式.参见图 2.17. 



例 2.11 设平面上坐标系 II 的/ 轴， 〆 轴在坐标系 I 中的方程分别为 


3 x — 4 y + 1 = 0, 4 x + 3 y — 7 = 0, 

而且 I ， ii 都是右手直角坐标系.试求 I 到 II 的点的坐标变换公式、直线 a : 
2 x-y + 3 = 0 在 II 中的方程及£ 2 : a / + 2 〆 - 1 = 0在 I 中的 方程. 


解解方程组 
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{ 3 a ; — 4 y + 1 = 0, 

4 x -f 3 y — 7 = 0, 

得 V 的 I 坐标为 （1,1). 因为 〆 轴的标准方程为 f = §,所以 x ' 轴的方向向 M 为 
(4, 3) .于是/；的 I 坐标为 （ f ， I )或 H ， - 1).取 A 的 I 坐标为 （ U )， 得 I 到 II 的 

点的坐标变换公式为 o 

{ 4 , 3 , 

X = 5 X ~5 y+1> 

y = l x，+ t y, + 1 - 

直线 A 在 II 中的方程为 2(1^ - \y l + 1) — (f + f 2 / + 1) + 3 = 0,即 X ，- 2 〆 + 4 = 0. 
II 到 I 的点的坐标变换公式为 

( x f = 言 Or — 1) + 誉 (2 /一 1)， 

\ 2/ ； = -!(怎 -!) + ^( l /~ !)• 

直线心在 I 中的方程为 f(x — 1) +營 (y — 1) + 2( — 誉 (x — l) + f(y — 1)) 一 1 = 0, 即 

2x — lly + 14 = 0. 

2.3.2 二次曲线方程的化简 

在一个平面直角坐标系下，一个二元二次方程的一般形式为 

anx 2 4- a 22 V 2 + 2a\2xy + 2b\x -f- 2 62 2/ + c = 0 ， （ 2.38) 

其中不全为零.方程 （2.38) 的图形称为二次 曲线. 我们希望作适当的坐标变换， 
将方程化简，从而容易看出方程所代表的二次曲线的类型和几何性质 • 如果 a 12 = 0, 
那么经过配方，作适当的移轴，可以消去一次项，使新方程化为简单 形式. 因此关键 
是能否消去交叉项 a l2 xy. 显然，移轴并不改变交叉项系数.因此必须使用转轴•将 
转轴公式代入方程（2.38)，得到新方程 

a’u 工 。+ a 22 ? /^ + 2a' 12 a/y’ + ^b'^x' 4- 2b’ 2 y’ + c' = 0 ， (2.39) 


其中 

^xx = an cos 2 0 + ai2 sin 20 + 022 sin 2 0 , 

a r 2 2 = an sin 2 8 — a\2 sin 20 4 - 022 cos 2 9 , 

i a [ 2 = (^22 — an) sin 20 4 - 2ai2 cos 20 ， 

b[ = b\ cos0 + 62 sin 0 ，％ = —61 sin 0 + 62 cos Q 、 d = c. 


(2.40) 
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由上式可知，经转轴，二次项系数一般要改变，新二次项系数只与原二次项系数 
和转角有关，与原一次项系数 无关; 一次项系数一般要改变,新一次项系数只与原一 
次项系数和转角有关，与原二次项系数 无关； 常数项不变.要使新方程不含交叉项， 
只要取 0 ，使得 （<122 - an ) sin 20 -f 2ai 2 cos 20 = 0 ,即 

co t20= ^^. (2.41) 

2ai2 

这是可以做到的.因此我们只要考虑如下形式的方程（简便起见，省去 '） 

a \\ x 2 + any 2 + 2 feiX + 2622 / + c = 0， （ au ， a22 ) / 0. (2.42) 


1 ) 若 an , 都不 为零. 对方程左边配方得 


an x + 


bi 


2 


an 


+ 0,22 I y + 


(222 


2 


b 


2 


b 2 


2 


C = 0 


an a22 


作移轴 


(x ， y) = (x’ ， y’) 


V a ll a 22 / 


在新坐标系下，方程 (2.42) 化为下列形式 之一: 


x ,2 y 12 


(2.43) 


它的图形可能为：椭圆，虚椭圆,双曲线，两条相交直线,两条虚相交直线. 
2) 若 a u 或 d 22 为 0. 不妨设 a n / 0, a 22 = 0. 对方程 (2.42) 配方得 


2 


b 


2 


d\\ ( x + —— ] + 2^22/- h c = 0- 


an 


an 


如果 ^ / 0,. 作 移轴： （ rr ， 2 /) = ( xW ) — (士，气^)，方程 (2.42) 化为 


x’ 2 = 2py’, 


(2.44) 


其图形为拋物线. 

如果匕 = 0,作移轴： ( x , y ) = ( a /， y ') -（士，0)，方程 (2.42) 化为 

a/ 2 = ± a 2 . (2.45) 

它的图形可能为两条平行直线，两条虚平行直线,或两条重合直线. 

总结以上讨论,二次曲线有9种类型： （ 虚）椭圆,双曲线，抛物线，一对（虚）平 
行直线，一对（虚）相交直线, 一 对重合直线. 
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例 2.12 已知在直角坐标系 I =( o ; e !, e 2 ) 二次曲线 C 的方程为 

5 a : 2 + Axy *f 2 y 2 — 24 a ; — 12 y - f -18. 

求坐标系11=(0/ ; /；，/1),使 C 具有标准方程,指出 C 的类型，并画简图. 


解先按 （2.41) 式确定转角^ 


cot 2^ 


Qii 一 ^22 

2 ai2 


5-2 

4 


， sinO 


ve 


COS 0 


2 

7 b 


因此作转轴变换 


7! 


7 ! 


( y = 7E x，+ 7E y， ^ 

方程化为+，一 12 V 5 x f + 18 = 6 { x f - y / b ) 2 + i / 2 - 12 = 0. 再作移轴 

W) = W) + (V^ ， 0 )， 

因此，坐标系 II 的原点 o ' 的 I 坐标为 (2,1). 基向量/；， A 的 I 坐标分别为 (cos 0 ， sin 0) 
(- sin 0， cos (9) •在 II 中，曲线 C 的方程为 

x ,/2 y ,a 

了 + 五 =L 


这是一个椭圆.因此不难在 I 中画出 C 的简图 2.18. 
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2.3.3 空间坐标变换 

如图2.19,设有空间仿射标架和 II =( o / ;/ i ,/2,/；). 向量 Z 的 I 
坐标为 = ( Cl *, C2i » C 3 i )> i = 1，2, 3，即 


{ /i — cnei -I- C2ie2 4 - 03163, 

S 2 — Cl2^i 4 - C22C2 4- C32e*3, 

,3 = Ci3ei ■+■ C23^2 4 - C33?3. 

设任意向量 f 的 I 坐标和 II 坐标分别为 （ x,y, 幻和 (x\y\z f ). 于是 

v =xe\- {- ye 2 + ze^ = x'f\ -f y’f 2 + z’f 3 
= x r (cne\ -I- C2ie2 4- 03163 ) -h y^c^ei -I- C 22 & + C 32 S 3 ) 

+Z’(Cl3^*l + C23^2 4 - C33?3) 

=(Cl〆 + C12J/ + Cisz^ei + (C21® 7 + Cnv' + 

+ (C 3 lX' + C 322 / + c^z')e^ 

由坐标的唯一性即得向董的仿射坐标变换公式： 

{ X = c n x’ + C12V 7 + C13 :’， 
y = C21X’ + C22V ， -f C23〆 ， 

Z = C 3 iX’ + C 32 〆 + C 332 : , . 


(2.46) 


(2.47) 


设 o ' 的 I 坐标为 ( xo , yo ,2 o ). 对任意点 P ， 设它的 I 坐标为 ( X ， y , z )、 它的 II 坐 
标为 ( x f , yW ) •点 cA P 的 I 坐标分别是向 M 茚的 I 坐标,点 P 的 II 坐标等于 

向量芯的 II 坐标，即 

oo f = Xoei + 2/0^2 + 20^3, Op = xei + ye 2 -I- ze 3 y op = x ; /i + y’f 2 + z h. 

应用向董坐标变换公式 （2.47) 得向 量芯的 I 坐标为 

(Cu〆 + Ci 2 y’ + Ci 3 Z’, C21X’+ C222/+ C23〆 ， c 31 x’ + c 3 2y’ + c 33 2：’). 

由于茚 =^ + 芯，用 I 坐标代入此式即得点的仿射坐标变换公式： 

{ X = Xo -f Ciix' + C12〆 + Cisz\ 

2 / = J/o + C 2 \X , 4 - C 22 V ， 4 - C23 ?， （ 2 . 48 ) 

Z = Zo-h C31X' + C32〆 + C33〆. 
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公式 ( 2 . 47 ) 中的 9 个系数巧， 1 彡 i ， j 彡 3 反映了两个基之间的关系.因为基 
向量不共面，所以 (/ i ,/ 2 ,/ 3 )= det ( c lj c 2 , C3 )( e 1 , 6 2 , e 3 )^ 0 . 因此 

Cll C2l C31 

det ( ci , c 2 , c 3 ) = C12 C22 C32 / O . 

Cl 3 C 2 C33 

我们知道，基 (/ l ,/ 2 ,/ 3 ) 是么正基，当且仅当 /:•/; =&, 1 < 1 , J ^ 3 . 因此，如果 I 
是直角坐标系，那么 II 也是直角坐标系当且仅当⑷满足么正条件： 

3 

CikCjk = 6 ijy 1 彡 i，j 彡 3 ，即 

k=l 

{ Cn 2 + C21 2 -h C31 2 = 1 , C11C12 + C21C22 + C31C32 = 0 , 

Ci 2 2 -f C 22 2 + C 32 2 = 1 » C12C13 + C 22 C 23 + C32C33 = 0 , ( 2 . 49 ) 

CIS 2 + C23 2 + C 33 2 = 1, CizCn + C23C21 + c 33 c 3 i = 0. 

可用体积或行列式刻画坐标系的 定向. 假定 I 是右手直角坐标系， II 是直角坐标系， 
则 (fuhi ^ 3 ) = det ( ci ， C 2 , C 3 ) = 士 1 ，相应地， II 是右或左手系 • 

设 I 和 II 是有相同原点的右手直角坐标系，那么 I 到 II 的坐标变换,可以利用 
平面上的转轴来实现 • 如图 2 . 20 ,设叩面与 rr ' 2 /面的交线是厶 



图 2.19 图 2.20 

第一步，保持 2 轴不动，将: r 轴绕 2 旋转 4 角转到直线 < 的位置， y 轴相应地 
转相同的角度，建立坐标系 ox fl y fl z, 利用平面坐标系旋转公式得 

{ X = x f, cos <f> — y ,f sin 4>, 
y = x n sin ip -f y n cos 0. 

第二步，保持 x " 轴不动，将 z 轴绕， 旋转 0 角转到直线？的位置， y 〃 轴相应 
地转相同的角度，建立坐标系 ox fl y rft z\ 于是， 


y n = y n, cos 0 — 2 ' sin 0 ， 
z = y m sin 0 + 〆 cos 0. 
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第三步，保持 〆 轴不动，将 2 ；〃 轴绕/旋转 0 角转到直线: T ' 的位置,此时 2 /〃 
轴就转到了 〆 轴，得到坐标系 0 X ，#. 于是， 

{ x n = x f cos 畛 一 2 / sin 分， 
y ’’’ = x ’ sin 寸 + y ’ cosrp . 

以上三个公式就是绕坐标轴的转轴公式.将它们复合，我们就得到总的坐标变 
换公式（作为练 习 ). 公式中的角 也 A 矽称为 Euler 角. 

例 2.13 已知两坐标系 1 =(。; W 3 ) 和 II =( o , ;/ 1 ,/ 2 ,/ 3 ), 且点 o ' 及向量 
A ， 的 I 坐标分别为( 1 ，一2,0)，( 2 ,0,1)， (1,1,0), (0, -1，1).设平面 tt 和直线 £ 
在 I 中的方程分别为 


7 T : 3 x 2 y — z 2 = 0, t :—-—=—-=—-— . 

3 —2 1 

求它们在 II 中的方程. 

解由已知条件得， I 到 II 的点的坐标变换公式为 

x = 2®’ + y’ + 1 ， 
y = y ’ - z ’ - 2、 

Z = -h z \ 

将上式代入 7 T 的一般方程中，整理后得到 7 T 在 II 中的一般方程为 



5x’ + 5y’ - 3z ; + 1 = 0. 


直线£在 I 中的一般方程可写成 

J 2x + 3 以 - 2 = 0 ， 

\ i/ + 2 之 - 4 = 0. 

这两个方程表示的平面在 II 中的方程联立就得 到彳在 II 中的方程为 

J 4 x f - I - 5y , — 3 z f — 6 = 0 , 

\ 2x , + j/ + 2 , -6 = 0. 

2.3.4 二次曲面方程的化简 

关于二次曲面方程的化简和分类，后面将证明，二次曲面在适当的直角坐标变 
换下,二次项部分可以化为平方和形式.因此只要讨论如下形式的方程： 


aux 2 -f d 22 y 2 + CL 33 Z 2 + 2bix 4- 2b 2 y + 26 3 z + c = 0. 


(2.50) 
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1) 如果如，(1 22 , a 33 中有一个为零，且对应的一次项系数也为零，则归结为两 
个变量的情形，由前面对二次曲线的讨论知，这样的方程在平面上是二次曲线,在空 
间中表示柱面，因而我们得到9类二次柱面. 

1. 椭圆柱面 症+铃=1; 

2. 虚椭圆柱面 会+铰=:一1; 

3. 双曲柱面 莎一铃=1; 

4. 相交平面 装一铃=0; 

5. 虚相交平面 容+铵=0; 

6. 抛物柱面 x 2 - 2 py = 0; 

7. 平行平面 x 2 = a 2 ; 

8. 虚平行平面 x 2 = - a 2 ; 

9. 重合平面 x 2 = 0. 

如果 a u , a 22 , a 33 中有一个为零（另外两个不为零)，但对应的一次项系数不为 
零,经移轴消去两个一次项及常数项，我们得到两类抛物面 • 

2) 如果 du ， a 22 , ( X 33 中有两个为零,这时 (2.50) 可按下例方式经转轴化为柱面 
标准方程. 

3) 如果 a n , a 22 , 奶 3 都不为零，经移轴可以消去一次项,我们得到两类椭球面、 
两类双曲面或两类锥面.因此，除前面讨论过的5种二次曲面 （2.22) 〜 (2.26) 之外， 
只有下面三类： 

1. 虚捕球面 fr +知+ fy == -1; 

2. 二次锥面 fr + fr — = 0； 

3. 虚二次锥面 fr + = 0. 

定理 2.4 每个非空的实二次曲面（除二次柱面外）是下列图形之一： 

椭球面，（单叶，双叶）双曲面，（捕圆，双曲）抛物面，二次 锥面. 

例 2.14 将直角坐标系下二次曲面 x 2 - V 2 y - V 2 z = 0 化为标准方程. 

解曲面与 W 面交于一条直线，保持 x 轴不动，将 y 轴转到交线位置可以消 
去 z . 因此作绕 a : 轴的转轴坐标 变换： 


WI2WI2 


1C 

^- 2^-2 


得二次曲面的标准方程为 a / 2 - 2 〆 = 0. 它表示一个抛物柱面. 
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运动与变化是自然界的本来面貌.作为研究空间形式的几何学，应该研究图形 
在运动与变化下的性质.平面（或空间）以及其中的任一图形都可视作点的集合.平 


面（或空间）到自身的一个变换称为平面（或空间）的一个点变换.本节讨论两类重 


要的点变换：等距变换和仿射变换.先从映射概念谈起. 


2.4.1 映射 

定义 2.5 设 *5 与 T 是两个集合.所谓由到 r 的一个函数或映射/是指一 
个对应法则,对于 S 中每个元素 s 都有 T 中一个唯一的元索 t 与之对应.这个 t 就 
称为 s 在/下的像，记为 f ( s ). 称 S 为/的定义域， r 为上域. 

集合 s 到集合 r 的所有映射构成的集合记为常用箭头表示映射，如/ : 
S ― ► T 或 S 丄 T . 

例 2.15 映射的例子： 

1°设 S 是所有中囯公民组成的集合，: T 是所有正整数组成的 集合. 对毎个 s € S , 
定义 }( s ) 为 s 的身份证号码./是由 S 到： T 的一个映射 • 

2°设 r 是非空集合, 5 = r X r . 定义/: s — r 为： f ( ti , t 2 ) = t u 这就定义了 
一个由集合 s 到 r 的映射,称为 : T x T 到第一分量的投影. 

3°设 s , 了都是非空集合， to 是 r 中一固定 元素. 定义/ : s — r 为：对每个 
« e 5, /(幻= t 0 . 则/是一个映射，称为由 s 到 r 的一个常值函数. 

4°把集合 s 中每个元素对应到它自身，我们得到一个映射，称为集合 s 的恒 
等映射或单位映射,记为 ids ， 简记为 id ， 即 id : S — 5， \ d ( s ) = 5. 

两个映射/，9相等是指它们的定义域相同，上域也相同，且定义域中每个元素 
在/和9作用下的像也相等 • 

定义 2.6 设 S 及: T 是集合, f'S — T 是 映射. 如果: T 中毎个元素 t € 了是 
S 中某个元素 S 在/之下的像,即任给£ € 存在 s e 使得 t = f ( s )， 就称映射 
/是 满射; 如果在映射/下，当 f ( si ) = f ( s 2 ) Bt , 必有 h =的，即 S 中不同元素有 
不同的像，那么就称映射/是 单射; 如果/同时为单射及满射，则称它为双射或一 
一 对应. 

由5到自身的映射常称为 S 的变换.双射的变换也称为置换. 

设 A 是 S 的一个子集，我们用 f ( S x ) 表示 r 的子集 {/( a ) : a € 称为& 
在/下的像.特别地， S 在/下的像称为/的像，记为 Im /. 显然 Im / £ T . 映射/ 
是满射当且仅当 Im / = r . 

如果将定义域限制到子集 A ， 就得到一个由&到： T 的映射,我们称这个映射 
为/在 A 上的限制，记为 /| Sl . 如果分= / k ， 也称/ 是沒 的 扩张. 
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定义 2.7 设/是由 S 到 r 的映射， y 为由 T 到 t / 的映射.定义夕和/的乘 
积或合成#为由 s 到的映射 gf:S — U ，( gf )( s ) = g ( f ( s )). 

若还有由 f / 到 W 的映射&那么 h ( gf ) = ( hg ) f . 事实上，等号两端显然都是 S 
到 W 的映射，且对每个 s € S , 

(W)) W = h((gf)(s)) = h(g(f(s))) = (hg)(f(s)) = ((hg)f)(s). 

即映射的乘积适合结合律. 

对于任意一个由 S 到了的映射/,显然有 id T / = /, / id s = /. 

对于映射 f'S — T ， 如果存在映射 p •• r — S ， 使得 /p = id T , # = id s ， 那么 
9 是唯一的，此时称/可逆,且夕是/的逆映射,记为/- 1 .易证， 

( r 1 )- 1 = /• 

命® 2.1 映射 — r 可逆，当且仅当/是双射. 

证如果/可逆，设0为它的逆映射 • 对任意 t e T ， 令 S = 〆 <)，则/⑷= 
f ( g ( t )) = id ( t ) = t y 所以/是满射.对5中任意两不同元素外 ，勿， 令 ti = /⑹,则 
g ( ti ) = 9(1 ( 3 i )) = ( p /)( s i ) = id (« i ) = Si . 这表明 ti , t 2 在映射夕下的像不同，因而 
0和 t 2 不同，因此/是单射.反之，设/是双射，则/既是满射，也是单射.所以 ，: T 
中每个元素都有原像，且只有一个原像.对于： T 中任意元素 t ， 设 t 的原像是~即 
f { s ) = t 令 p ( t ) = s , 我们得到 一 个由 r 到 S 的映射显然夕/ = ids , /p = idr . 
因此9是/的逆映射. 口 

利用上面命题不难证明,如果/是由 S 到 T 的双射， y 是由: T 到的双射，那 
么乘积#就是由 *5 到 f / 的一个双射，因而/，仏#都可逆，且 

(没 /) 一 1 = 卜9一 1 • 

\ 

设/ : s — r 是映射， u 是 t 的子集.我们定义 t / 的原像为 s 的子集 

{SGS : f ( s ) € U } y 记为 r l ( U ). 此处/不一定可逆，广 1 只是记号. 

有限多个元素组成的集合称为有限集. 有限集 s 所含元素个数称为 *5 的基数， 

记为问.如果 S 不是有限集，就称为无限集，写作 | S | = oo . 

定理 2.5 设 /:s — r 是有限集之间的一个映射 • 

1) 如果/是单射，则|5| <.| T |; 

2) 如果/是满射，则阊> m ; 

3) 如果/是双射，则⑸= m . 

定理 2.5 1) 的逆否命 题为： 如果问> |： T |, 那么/不是单射,常称为鸽巢原理: 
两个有限集合之间存在 一一 对应的充要条件是它们所含元素的个数 相同. 于是有 
限集和它的真子集之间就不能建立 一一 对应，对无限集合则 可以. 
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2.4.2 平面点变换 


定义 2.8 平面的一个保持点之间距离不变的点变换称为等距变换. 

例 2.16 取定平面 7 T 上向量把平面 7 T 上每一点 p 沿向量的方向平移到 
p \ 使^ =汉这样得到的变换叫做 T 面 7 T 的一个平移变换,简称平移，记为称 i ? 
为綸的平移向 14. 任取一个坐标系，设识 X 0 ， y 0 ), 点 p ( x , y ), p / ( x , , i / / ). 因为 W =泛 
用坐标代入即得平移紿的公式如下 * 

{ X’ = a: -f xo, 

y’ = y + yo. 

例 2.17 把平面 tt 上每一点 p 绕一定点0 旋转一定角0 变到另一 点 〆 ， 这样 
得到的变换叫做 r 的旋转变换,简称旋转，记为 r (0fd) . 定点 o 叫做旋转心，定角0 
叫做旋转角. 

以旋转心0为原点建立直角坐标系.转角为0的旋转变换简记为我们来求 
点 P(x y y) 和它在〜下的像 p f (x\y f ) 的坐标之间的关系.这时用极坐标较方便•设 
点 P 的极坐标为则点 〆 的极坐标为 （ P ，0 + 0)， 故有 

x — pcas0, t/ = psin (f>\ X'= pcos(0 + 0 )， y 1 — ps\n(<f)-\- 9). 

由此即得平面绕原点的旋转〜的公式如下： 

{ X f = XCOS0 — ysin0, ( 2 51 ) 

y r = xsind -I- y cos 0. 

从公式形式上看，平移变换公式和点的坐标变换公式中的移轴公式类似.但是 
含意完全不同.点的平移公式中， （ A 2/) 和 ( x \ y f ) 是不同的两个点在同一个坐标系 
中的 坐标; 而移轴公式中它们是同一个点在两个不同的坐标系中的坐标.类似地，旋 
转的点变换公式和坐标变换公式形式上一样，但含意却 不同. 但是，这种形式上的相 
似必然是有其原因的，而不是偶然的.事实上，对于点变换，我们关心的是变换前后 
的关系，而不管变换的中间过程.因此，我们也可从坐标变换的观点来理解点变换， 
得出以上公式. 

如图2.21，显然，在此旋转变换下，直角坐标系 l=(o ； e u e 2 ) 变成一个直角坐标 
系 II=(o;/i,/2), 点 P 关于 I 的相对位置和点？/关于 n 的相对位置完全相同，所以 
点 P 在 1 中的坐标化， 2/) 和点 〆 在 II 中的坐标相同. 因此 〆 的 II 坐标为（ X ， y ). 应 
用坐标变换公式得， 〆 的 I 坐标 （ a /， 〆 ） 和 II 坐标 (x,y) 之间的关系为 (2.51). 这就 
得到 p 的 I 坐标和 〆 的 I 坐标之间的关系式 (2.51), 也就是点变换公式 • 因此，两种 
观点，殊途同归. 
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图 2.21 

例 2.18 取定 T 面 r 上的一条直线纟.把任一点 p 映到它关于直线彳的对称 
点 〆 ，这样得到的 7 T 的变换称为平面 7 T 对于直线£的轴反射变换，简称反射,记为 
々，称〖为反射轴.如果取反射轴为 x 轴建立直角坐标系，那么容易得到 pOr ， j /) 和 
V \ x \ y f ) 的关系，即 T 面对于 z 轴的反射 s 的公式： 

f x' = X, 

y ' = - y - 

例 2.19 设 iT 是一个平行于直线/的向 M . 把每个点 P 变到它关于^的对称 
点 g 以后再沿向 M i ； 平移到 〆 ，使0 =汉这样将 p 映到 V 的变换称为沿直线， 
的滑移反射，滑移向量为 i 这也就是一个平行于直线纟的向 M C 确定的平移~和 
对于直线 f 的反射以的乘积 t v s £ . 

命 S 2.2 —个平移和一个反射的乘积是一个滑移反射. 

证设彳是 7 T 上一条直线，是 7 T 上一个向量.考虑 对于彳 的反射〜和确定 
的平移 4 •取纟为: T 轴建立直角坐标系，设 v ( xo , yo ). 4邱印,0),方程为 2 / =嗲的 
直线记为 f 考虑沿直线，且滑移向量为5的滑移反射/ = t 砂厂设 /将点 p(x, y) 
映到点 W ， y ’)， 则 〆 = x + x 0 , y 7 = - j / + yo . 但 s / 将 p ( x , y ) 映到 g ( x , - y )， 綸将 
q ( x ，- y ) 映到 p f ( x -\- xo , 一 2/+ 2 / 0 ). 于是山〜也是将 P 映到因此，= tus ^. □ 
显然,以上四类变换都是等距变换.命题 2.2 表明，一个平移和一个反射的乘积 
是一个滑移反射. 一 般地，两个等距变换的乘积还是等距变换.恒等变换也是等距 
变换.我们要证明，等距变换只有以上四种. 

设/是等距变换.取定一点 A 设 /( o ) = = = 是等距变 

换，丑保持点 o 不动.对任意点 p ， 记 p / = g ( p ). 利用 p 定义向量变换： 

E 2 —► E 2 , op ^ 
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将此向量的变换仍记为对任意向量3, 设5 =昂 , f =两，按定义，有#(3)= 
9( b ) = ^.因为 g 保持两点间距离不变,所以阀| = 1^1•故 

|^(6)- ^( a )| = | b - S |. (2.52) 

令5 = 0得|0的| =问，即9保持向量的长度 不变. 进一步，9保持向量的内积不变 • 
事实上，由 （2.52) 式、恒等式 

2 a *6 = a . a-f 6-6 - (6- a ). (6- a ), (2.53) 

以及9保持向董的长度不变的性质得 W 5) 1⑹= 5 •(因此 g —定将一个么正基 
( ei , e 2 ) 变成一个么正基 (/ i ,/ 2 ). 

如果 P 保持基 ( ei , e 2 ) 不动，则 g —定是恒等变换.事实上，设 

op = X\S\ -f x 巧 2 、 op = x[ei 4- x^e^. 

则 Xi = op - el = g(op) - g(el) = op e i =^x , i1 i = 1, 2. 

如果 (/ i ,/2) 是右手系，则存 在绕。 的旋转 M 也将 ei , e 2 分别变成 / i ,/ 2 . 所以 
r - e g 是保持点 o 和基 ( e ^ e ^) 不动的等距变换.由巳证情形知， r — e g 是恒等变换，即 
r^eg = id . 因此 g 这就说明，一个保持某点不动且保定向的等距变换是一个 
旋转.从而/ = 即/是一个平移与一个旋转的 乘积. 我们断言，/如果不是一 
个平移,就一定有一个不动点，因而是一个旋转.事实上，此时0 一 0,因而存在点 p , 
使$ = 点 p 就是不动点，如图 2.22. 



图 2.22 
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如果 (/i,/2) 是左手系，那么旋转〜和反射 s 的乘积 W 将 e!,e 2 分别变到 
因而 ( W ) -~是一个保持点0和基问，6)不动的等距 变换. 因此 ( W ) - 1 分= 
id . 于是0 =〜，其中£是过点 0 与&夹角为0的直线（习题 46). 从而 

/ = t-^g — t^xfTeS = t - rjSi ， 由命题 2.2 知，这是一个反射或滑移反射. 

于是我们证明了如下定理. 

定理 2.6 每个等距变换可分解为一个平移和一个旋转的乘积或一个平移 、一 
个旋转和一个反射的 乘积; 进一步,毎个等距变换是一个平移，或旋转，或反射,或滑 
移反射. 

由定理 2.6 以及平移、旋转和反射的公式,得到平面等距变换的公式： 


x’ = xcosd 干 ysin^ -f x 0 , 
]/ = xsinO ±y cos 9 -h yo* 


(2.54) 


在定理 2.6 的证明过程中，我们看到，一个保持某点不动的等距变换定义一个 
向 M 变换,而且此向量变换保持 向量的 内积，由此可证，它保持向量的线性运算.当 
然这也可从等距变换的公式推出.由等距变换的公式立即得知，每个等距变换都诱 
导一个向量的变换.等距变换 (2.54) 诱导的向 M 变换的公式为 


x f = x cos 0 干 y sin 0 ， 
y r = xsinO ±y cos9. 


(2.55) 


因此等距变换将一个直角坐标系变为一个直角坐标系.等距变换的公式中系数满 
足么正条件.如果我们不考虑么正条件的约束，只要求将仿射坐标系变为一个仿射 
坐标系.我们就得到一类更一般的点变换. 

在仿射坐标系下，由下列公式定义的变换称为仿射变换. 


X’ = CuX-|-Ci22/-f Xo» 

y ' = C 2 \X + C22V -f |/d, 


(2.56) 


其中系数满足可逆条件 ： Cu Cl2 _ 0. 由此不难推出仿射变换的几何性质.例 

C 21 C22 

如，（不）共线三点的像也（不）共线.进一步的讨论参见第8 章. 

2.4.3 空间点变换 

定义 2.9 空间的一个保持点之间的距离不变的点变换称为等距变换. 

给定空间中一个向量汉把一点 P 变成一点 〆 ，使得 W = v 、 这样得到的点 
变换称为由向董^所确定的平移，记 为始. 任取一个坐标系，设向 fi f 的坐标为 
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(怎 0 ,如, 20 )，点！>，！>’的坐标分别为 ( x , y , z), [x , ,y\z , ). 因为 pp = 获，用坐标代入即 

得平移~的公式： 

{ x f = X -h Xo , 

y’ = y + yo, 

2’ = Z + Zq. 

保持某条直线 £ 上各点都不动，而将直线外的每一点 P 都按相同旋转方向绕该 
直线旋转一定角0,变到点?/，这样得到的变换称为旋转，直线€称为它的旋转轴，0 
称为旋转角.例如，在直角坐标系下，绕> 轴右旋一个角度&设点 v { x , y , z ) 变成点 
P ' W〆 )， 由平面旋转公式,立即得到旋转的公式如下： 

{ x' — x cos 6 — ysinO, 
y r = xsin0 H- y cos 0, 
z = z\ 

把空间各点变成对于某个平面 TT 的对称点，这样的变换叫做对 于平面 7 T 的反 
射.例如，在直角坐标系下，对于 XJ / 面的反射的公式为 

{ x f = X, 

y f = y 、 

z' = -z. 

显然，平移、旋转和反射都是等距变换.可以仿照平面的情形证明与定理 2.6 平 
行的结论.但是,下面我们只给出一个较直观的证明. 

平移、旋转以及它们的乘积都将直角坐标系变成直角坐标系，且保持定向.它 
们都是所谓的刚体运动，即刚体的位移. 一 个刚体如果有两个点不动，那么它就只能 
绕着这两点的连线旋转.如果在连线以外还有一点不动，那么刚体就不能动了，所 
以一个刚体的位置由刚体上任意不共线三点，即一个三角形完全 确定. 因此，在讨 
论刚体的运动时，可以用一个三角形代表一个刚体的位置.经过一个刚体运动，一个 
三角形 Wr 变成了一个和它全等的三角形 pV〆 . 这样，一个刚体运动就由顶点相 
互对应的两个全等三角形完全 确定. 先作一个平移把 P 变到 〆 ，设这时变到了 
P f q \ ri , 那么要完成从 p'qiri ?J p ’ q ’ r ’ 的刚体运动,再作一个保持点 〆 不动从 p'qiri 
到 PV〆 的刚体运动就 行了. 

下面我们证明，保持一点0不动的刚体运动^ 一定是一个旋转.只要证它还有 
一个不动点就行了.事实上，任取一点 V . 0. 如果分 ( p ) = 〆 # P •令分( 〆 ） = P 〃.则 
9 就是一个把三角形 op〆 变成三角形 opY 的刚体运动•若 = P , 则即'的中点 
不动.如果 p 〃 / P ， 因 op = 0 〆 = op 〃， 所以 P, 〆 ， p" 不共线.因此,平分 PP' 的平面 
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与平分 PV 〃 的平面交于一条直线显然，〖经过0.设/是绕€把 p 变到 〆 的旋 
转.于是，/把 〆 变到 P 〃. 因此，/ = P , 即 P 是一个 旋转. 

所以，一般的刚体运动是一个平移和一个旋转的乘积.如果/是一个等距变换， 
但不是刚体运动.由 T /保持距离不变,所以它将一个三角形变成一个与它全 
等的三角形 PV〆 . 设9是一个把 wr 变成 pVr ' 的刚体运动，令 A = / p 一 1 .则 ft 是 
一 个保持 P ' gV 不变的等距 变换. 下面来证明保持三角形 p f q f r f 不变的等距变换是 
一个反射.因为/不是刚体运动.因此，/ I 不保持所有的点不动.设点 P 经过/ I 变成 
P : 而 〆 / 因/ I 保持距离不变，故的不动点都与 P 和 〆 等 距离. 因而都在线 
段/ V 的垂直平分面 7 T 上.因此,/ I 的不动点都在 7 T 上， h 的动点 P 都变成了对于 7 T 
的对称点 〆 . 所以， h 是对于 7 T 的 反射. 因此，我们证明了如下定理. 

定理 2.7 — 个等距变换或者是一个刚体运动，或者是一个刚体运动与一个反 
射的乘积. 

设在等距变换/下，点 P 变到 〆 .取定一个直角坐标系 I . 我们来求 P 与 P ' 的 
坐标 （ Ay ， z ) 与 (x\y\z f ) 之间的 关系. 因为长度，角度经等距变换保持 不变. 所以 
它将一个直角坐标系 I 变为一个直角坐标系〖 I ，并且点 〆 的 II 坐标就是点 p 的 I 
坐标，即 〆 的 II 坐标为 ( x , y , z ). 又点 〆 的 I 坐标为按坐标变换公式， 
就有 

{ X’ = x 0 + aux + c 12 y + cisz, 

2/’ = 2/0 + C 21 X + C222/4- C23Z, (2.57) 

2’ = 2 0 + C 31 X -f C322/ + C 33 Z. 

这就是等距变换的 公式. 其中一次项系数 ％ 满足么正条件 (2.49), 由么正条件可推 
出，系数行列式 


Cll 

Cl 2 

C 13 




^22 

C 23 

= 土 i . 

(2.58) 

^31 

^32 

^33 




当系数行列式为1时,右手系变成右手系,/称为保定向的等距 变换; 系数行列式为 
-1时,右手系变成左手系，称/为反定向的等距变换.每个等距变换诱导一个保持 
内积的向量变换， (2.59) 式中取 x 0 = y 0 = zo = 0 即它的 公式. 

例 2.20 设 tt 是一个平面， fc 是一个正数.空间中的每一点 p 在 tt 上有一个垂 
足 P 0. 在线段 Pop 上有一个点 P ', 使 \ poP r \ = k \ p 0 pl 于是对于每一个点 p 就有一个 
对应点 〆 ，这个变换叫做对于平面 7 T 的压缩， fc 叫做压缩 系数. 取 7 T 为: q / 平面，立 
即得到压缩的公式为 

I X’ = X ， 

\ 2/’= 2/， 

I z' = kz (fc > 0). 
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考虑更一般的由一次方程给出的变换： 

{ x f = x Q - {- CnX + C122/-K Ci 3 Z y 

2 / = yo + C 21 X + C 22 V + C23Z, (2.59) 

〆 = + C31X 4 - c 32 y + C33Z. 

为了使它成为空间的一个 一一 对应，对于任意给定的（ 〆 ， 〆 ， 〆 )，要能解出唯一的 
( x , y f z ). 因此，我们要求系数行列式不为零.即 


Cll 

C12 

C13 



C21 

a22 

^23 

/o. 

(2.60) 

C31 

«32 

C33 




满足条件 (2.60) 的变换 （2.59) 叫做仿射变换. 

仿射变换是比等距变换更一般的变换.从变换公式不难推出仿射变换的几何 
性质•按 Cramer 法则，由公式 (2.59) 可以解出 am 它们也是分，/的一次多 

项式.因此仿射变换的逆变换也是仿射变换.进一步，仿射变换的乘积也是仿射变 
换. 因为仿射变换和它的逆变换的公式都是一次的方程，所以满足一个一次方程的 
点，经过一个仿射变换仍然满足一个一次方程.因此仿射变换将平面变成平面.相 
交的平面一定变成相交的平面，不相交的平面一定变成不相交的平面.因此，仿射 
变换把直线变成直线，把平行的平面变成平行的平面，因而也把平行的直线变成平 
行的直线.因此每个仿射变换诱导一个向量变换. 

习埋 2 


2.1 节习题 

1. Apqr 为直角三角形， Zp = 60° ，求列绕 pr 旋转所成曲面方程. 

2. 求下列旋转面的方程： 

1) 圆 | (X ~ 3)2 + J/2 = 4, 绕: r 轴旋 转； 

[z = 0 

2) 圆 { {X ' 3)2 ^ 2,2 = 4j 绕 J /轴旋转； 

I z = 0 

3 ) 直线 {$ _ f = \ 绕 z 轴旋转； 

[y 一 3z = — 3 

4) 直线 f X ==’绕2轴 旋转； 

I y= ：b 

5) 直线 ! 2x 没 2 ’ 绕直线 £ : X = y = z 旋转； 

I y - z = 0 
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6) 抛物线 



绕 z 轴旋转; 


3. 巳知准线方程和母线方向，求柱面方程: 




1) 准线方程为 


4 + V _ Z 


2 


1， 


2/ = 3, 


母线平行于2/轴 


2) 准线方程为 


x 2 + y 2 + V 2 = 1 ， 


3) 准线方程为 


x + y + 2 = 0 


x 2 + j / 2 = 25, 


母线平行于2轴 


之= 0, 


母线方向为 (5,3,2); 


4) 准线方程为 


X 2 + J/ 2 + z 2 = 1 ， 

2 x 2 + 2 y 2 + 2 2 = 2, 


母线方向为（一1，0，1) 


5) 准线方程为 


x 2 + y 2 = 25, 
z = 0 j 


母线垂直于准线所在平面. 


4. 按给定条件求下列圆柱面方程* 

1) 过点（1一2,1)，对称轴为: r = y = l + 2 t，z = - 

2) 巳知三条母线为 x = y = z , x - fl = i / = 2 - 1 , x 

3) 轴线过点（1，0,2),母线方向为 (1,2,3), 半径为 3. 

5. 求顶点在原点，准线分别为下列曲线的锥面的方程： 


3-2 t ; 

■ 1= y+ 1 


z 


1) 


3) 


会+铃= 

z = Acj 

^ =2 py , 
X ky 


2 ) 


4) 


$ -钱 = 

z = k \ 

X 2 - 2 y 2 : 

X + y + Z 


= 6 z , 
= 1. 


6. 已知顶点坐标和准线方程，求锥面方程: 


1) 顶点为（4,0, 一 3), 准线为 


磋+ 


2 

9 


z = 0; 


2 Rz ; 


0 . 


2 2 2 

2) 顶点为 （0,0,2 H )， 准线为 ： z +2 

ax + by -\- cz d 

7. 按给定条件求下列圆锥面 方程， 

1) 顶点为（1，2,3)，轴与平面 2 x + 2 y - 2 + 1 = 0垂直，母线与轴的夹角为 f ; 

2) 顶点为（1，2,4)，轴与平面 2 a : + 22/ + 2： = 0垂直，且经过点（3,2, 1); 

3) 顶点为（2,6,10)，与球面 x 2 + y 2 4- + 2 x - 4 y + 42 - 20 = 0 相切. 

8. 已知锥面的顶点为 (2,5,4), 且与 yz 平面的交线是圆心为（0,1,1)，半径为2的圆.求此 
锥面方程. 
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2.2 节习题 

9. 指出下列各曲面的名称，求主截面半轴与顶点，并作出图形： 

+ 4 + ^ = 1; 2) ^ + ^4-^ = 1； 

3 )咢+ 4 — ! ^ = 1 ; 4 )咢一磋一益 =1 ; 

10. 求平面 x -2 = 0 和椭球面餐+ g 4 = 1相交的椭圆的顶点坐标和半轴长 • 

[ ^ + ^ = 1 

11. 求椭球面方程，巳知其对称轴为坐标轴，且过点 （1,2,^) 和椭圆 { 9 16 ' 

y 2 = 0 . 

12. 求平面 a : + 42 - 4 = 0和椭球面# + < + P == 1的交线在$2/面上的投影曲线. 

13. 捕球面会+餒+癸=1与# + g + ^ = l 相交成怎样的曲线？ 

14. 由捕球面 + ^ = l 的中心引三条相互垂直的射线，分别交 S 于点仍，仍, P 3. 

设 Wl = n . 证明 * 

1 1 ( 1 111 

15. 求共轭双曲面$ + # —餐= 土1 在 2/ z 面与面上的交线，两交线有何关系？ 

16. 求下列单叶双曲面或双曲抛物面在相应点的直母线： 

1) ^~ + 2/ 2 - V = 1，点 P (2, 1， 3); 

2) 誓+ 4— 裔=1，点 〆 6,2,8); 

3 ) X - 咢=% 点 P ( 4 , 0 , 2 ); 

4) 4 x 2 — 之 2 = 2/,点 p ( l ， 3, 一 1). 

17. 试证单叶双曲面有下列 性质* 

1) 同族的两条直母线异面，且同族的任意三条直母线都不平行于同一平面； 

2) 不同族的两条直母线 共面； 

3) 经过一条直母线的平面也经过另一族的一条直母线. 

18. 试证双曲抛物面有下列性质 * 

1) 同族两条直母线异面，且同族的所有直母线都平行于同一平面； 

2) 不同族的两条直母线 相交； 

3) 经过一条直母线的平面也经过另一族的一条直母线. 

19. 分别求单叶双 曲面& 和双曲抛物面 S 2 上相互垂直的直母线的交点的 轨迹： 


5l： ^ + ^ 


z 2 


S 2 ： 


X 

a 2 


i 


2 z . 


20. 求圆锥面 xy + yz-bxz = 0 的直母线方程. 

21. 求非零实数 a , 6, c 满足的充要条件，使得平面 7 T : ax - hby-hcz = 0与圆锥面5 : zy + 
yz-hxz = 0 的交线是两条相互垂直的 直线. 




• 74 ♦ 


第 2 章二次曲面与坐标变换 


2.3 节习题 

22. 平移坐标系，使原点移到(/(7, -1)，求坐标变换公式和下列各点的新坐标： 

p (3,2)，<?( 一5,4)， r (4, 一 1), s (_4, — 2). 

23. 作移轴，使原点移到 o '， 求下列曲线在新坐标系中的方程： 

1) V 2 = 2 y + 4 x ， o ’ (-1，1); 

2) x 2 + 4 y 3 — 2® — 1 = 0, o ’( l ，0). 

24. 作适当的移轴，使下列曲线在新坐标系中的方程不含一 次项， 

1) 9 x 2 + 25 j / 2 + 18 x - 50 y - 191 = 0; 

2) 4 x 2 — 9 y 2 — 16 x -f 18 y — 29 = 0. 

25. 将坐标轴旋转- f , 求坐标变换公式和下列点在新坐标系中的坐标. 

4(1，—1)，5(2,4)，（7(-3, 一 2)， D (0, -1). 

26. 将坐标轴旋转角度求下列曲线在新坐标系中的方程， 

1) 17 x 2 - 16 xy + 17 y 2 = 225， 0 = f ; 

2) y /3 xy 一 y 2 = 12, ^ 

27. 考虑平面向童.设有三个基（石，石)，（/；，$),(济，资).向量存关于这三个基的坐标分 
别为 ( Xl , X 2 ), ( l / l ， l /2), ( ZUZ 2 ). 设坐标变换公式为 

{ ^1 = anyi + a\2V2 \ y\ = bnZi + bi 2 Z2 

X2 = a2iyi -f- 022J/2, [ 1/2 = b2lZ\ + 622*22, 

试求由基 ( el ,65) 到基 ( 9U92 ) 及基 ( fuf2 ) 到基 ( ei , e 2 ) 的坐标变换公式. 

28. 巳知新坐标系的 〆 轴和 〆 轴的方程分别为怎+ 22/+1 = 0和20： — 2/ — 3 = 0，且3：轴 
到/ 轴的角度小于 tt ， 求坐标变换公式. 

29. 将坐标系绕点 po ( xo , yo ) 旋转魚度0 得到新坐标系 o ' 〆〆 ， 求坐标变换公式. 

30. 通过直角坐标变换确定下列二次方程表示的曲线的类型，形状和位置，并画简图： 

1) llx 2 + 6 xy + 3 y 2 — 12 x - 12?/ - 12 = 0; 

2) 5 x 2 + \2 xy - 22 x - 12 y - 19 = 0; 

3) x 2 — 2 xy - f - y 2 — 10 x 一 6 y + 25 = 0; 

4) 3 x 2 -f Axy + 2 y 2 + 8 x + 4没 + 6 = 0; 

5) 9 x 2 — Sxy 4 - 2 Ay 2 — 32 x — I 6 y - I -138 = 0; 

6) 6 x 2 + I 2 xy - by 2 — 36 x — 6 y = 0; 

7) 4 x 2 — 4 xp -f y 2 — 2 x — 14 y + 7 = 0. 

31 •设 opqr 为四面体， Z ， m ， n 依次是三角形的三边列， gr ， r * p 的中点.取仿射坐标系 

1=(0; 頭，对，濟）和 11=(0； 0?,0 T 7 t , Oft ). 

1) 求 I 到 II 的向量和点的坐标变换公式，及 II 到 I 的点和向量的坐标变换公式•， 

2) 求 p ， g ， r ， 两 ，’的 II 坐标. 

32. 试给出空间直角坐标系的移轴公式，并讨论移轴对二次曲面方程系数的影响. 
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33. 将空间直角坐标系绕 a : 轴右旋宇，再沿 z 轴平移5个单位,求坐标变换公式. 

34. 将一空间直角坐标系绕方向（1，1，1)右旋 f ， 原点不动，求坐标变换公式. 

35. 证明，在直角坐标系下，顶点在原点的二次锥面 

dux 2 + a 2 2y 2 4 - o 3 3^ 2 4 - 2a^xy 4 - 2a23yz -f 2a\zxz = 0 

有三条相互垂直的直母线的充要条件是 a u + a 22 + a 33 = 0. 

36. 通过直角坐标变换化简下列二次曲面的方程，并写出坐标变换公式： 

1) 2 x 2 -f by 2 - I - 5 z 2 + 4 x — 4 j /一 8之 一 1 = 0; 

2) x 2 + 3 y 2 -h 3 z 2 — 2 x — 2 y — 2 = 0; 

3) 5 a : 2 + lOx + 8 y + — 27 = 0; 

4) 4 y 2 -f 9 x — 8 y + 12 z + 4 = 0. 

2.4 节习题 

37 . 设 / : S — r , 夕 ： r — 是映射.证明 * 

1) 如果 g / 是单射，那么/也是 单射； 

2) 如果 g / 是满射，那么 g 也是 满射； 

3) 如果 f ， g 都是双射，那么 P / 也是双射，并且 ( ff / r 1 = 厂 1 厂 1 . 

38. 设 — r 是映射，证明， 

1) /是单射，当且仅当存在映射9: r — 民 使得# = ids ; 

2) /是满射，当且仅当存在映射 y : r — &使得加= id T . 

39. 设 — T 是映射，证明： 

1) /是单射，当且仅当不存在某个集合 C / 到集合 s 的两个映射仍， 92 •• u — S 、 使得 
Pi # 仍但 fgi = fg 2\ 

2) /是满射，当且仅当不存在集合 r 到某个集合1/的两个映射 / n ， h 2 ：T 使得 

九1 # 九2但 / ll / = h 2 f . 

40. 举例说明，映射的乘法不满足交换律. 

41. 给出•个全体实数集 R 到全体正实数集 R + 的双射 • 

42. 证明平面等距变换的下列性质* 

1) 等距变换保持续段的分比不变； 

2) 任给两直角标架 I 和 II ，存在唯一的等距变换把 I 变成 II ; 

3) 设/是一个反定向的等距变换，证明/ 2 是一个 平移. 

43. 证明：两个平移变换的乘积是平移 变换； 两个旋转变换的乘积是平移或旋转变换 • 

44. 设平面上关于直线6的反射变换分别为々，外证明 • 若6与^2平行，则是 
一个平移； 若 £ i 与疋2 相交，则是个旋转. 

45. 若空间中对于平面 7 ri ,7 T 2 的反射变换分别为 Sl ， S2 . 证明：若 TTi , 7 T 2 平行，则心朽是 
一个平移；若心， 7 T 2 相交，则是一个旋转 • 

46. 证明 ： m = rw 是一个关于过原点且与: r 轴交角为0的直线的反射. 

47. 计算滑移反射 t ^ es 的滑移向童. 

48. 设/是沿 直线吏 的滑移反射.证明 * 点 P 在/ 上当且仅当 P ，/( p ), f 2 ( p ) 共线. 
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49. 设/是一个反定向的等距变换，且点 p ，/( p ), f 2 ( p ) 是直线€上不同的三点.证明：/ 
是-个沿直线€的滑移反射. 

50. 证明：空间仿射变换的两个不动点连线上的每一点都是不 动点； 3个不动点所确定的平 
面上的每一点都不动. 


51. 已知点变换/在直角坐标系 I 中的公式，即点 p 的 I 坐标 ( x i 2/ ) 和像点 /( p ) 的 I 坐标 
{ x \ y f ) 的关系： 


作直角坐标变换: 


X 


• = 1 一) ^一 
2 2 y 


3, 


y r = 穿工十穿汉 + 2 


X 


y 


2 X 
2 


么 - 2, 


2 


y 


壬 + 穸一 


试求 / 在新坐标系 ii 中的公式. 
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几何学的研究，让我们对空间的特性有了深入的认识，更重要的是这种研究所 
采用的方法和所建立的理论可以一般化.现在我们要讨论的线性代数可以看成解析 
几何方法的推广，这个方法的理论基础就是将几何中向量的线 性运算 性质加以抽象 
而形成的线性空间与线性映射的概念.本章介绍线性空间与线性映射的基本概念， 
重点讨论线性空间的基与维数理论及线性映射的基本性质，还介绍线性函数与对偶 
空间、直和与商空间的基本知识.线性空间和线性映射的理论是本课程最重要的研 
究对象,它们不仅是数学各分支学科的基本工具，而且被广泛应用于科学与技术各 
领域. 


3.1 线性空间 

作为解决几何问题的工具，我们引入了一些代数方法，如行列式，线性方程组 
等.这些都是经典的线性代数内容.为了更好地理解这些代数方法，我们需要将向量 
的概念加以推广，引入抽象的线性空间概念. 

3.1.1 数域 

在讨论一般的向 M 空间之前，先来介绍数域的概念. 

代数学中，数的概念是和解方程联系在一起的/解方程与所讨论的数的范围有 
关.例如，方程: T 2 + 1 = 0在实数范围无解，但在复数范围有解.所以解方程时，必 
需明确所考虑的数集范围. 

几何学中，一些基本的几何规律表现为关于向量的简单运算律，而向量的运算 
又是以实数的加、减、乘、除四则运算进行的.讨论向量、平面和直线问题时，我们 
是在实数范围内解三元一次方程或方程组.这时我们可以通过实数的四则运算判 
定方程组是否有解，且有解时，由 Gramer 法则，解可由系数通过四则运算得出.研 
究二次曲面时，曲面的方程是二次的.我们采用的研究方法是向童和坐标变换的方 
法.涉及实数的四则运算和代数方程. 

向量的概念可以加以推广，我们不必将数董限制在实数范围，也不一定要限制 
在三元数组上，其他对象只要有和向董相同的运算性质，我们都可以按同样的方式 
去研究它们. 

定义 3.1 复数集 C 的子集 F 称为一个数域，如果以下两条件满足： 

1) 存在 a e F , a ^ 0; 
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2) 对任意 a ， 6 e F ， 有 a + 6, a — b ， a 6 € F , 且6 / 0时，有 f € F. 

显然，有理数集 Q ， 实数集 R ， 复数集 C 都是数域.但整数集 Z 不是，因为两个 
整数的商可能不是整数,如2 + 3就不是整数.除以上三个熟悉的数域之外，还有很 
多数域，如下例所示. 

例 3.1 $ F={a + 6 v ^ : a ， feeQ }， 则 F 是一个数域，记为 Q ( W ). 

证显然，1 € F . 对任意 a ， b y c y d e Q , 


(a *f 6\/2) 土 （a + 6\/2) = (a 士 c ) + (6 土 d)V2 G F y 


(a + b\/2)(c -f d \/2) = (ac + 2bd) 4 - (ad -h be)y/2 G F, 

即 F 对加法，减法和乘法封闭.当 c + dv /5 / 0时，易知 c - dv ^ / 0. 否则的话，当 
d = 0 时，得出 c = 0, 而与 c + dW / O 的条件 矛盾; 在时，得出 x /2=£ € Q , 
而与^是无理数的事实矛盾.因此 

a 6 v /2 _ (a + bV2){c- d>/2) 

77d72 = :€F > 

即 F 对除法也封闭. 按定义， F 是数域. 

例 3.2 令尸={^ + 60 :〜6€(3},则厂是一个数域，记为（5^/^1). 

证作为练习. 

命題 3.1 设 F 是数域.则 

1) Q C F; 

2) 如果那么 F = C . 

证 1) 因 F 为数域，根据定义，存在 a G 夂 a # 0,且 F 对四则运算封闭.故 

a — a = 0 E 1 = — € F . 

a 

进一步，由 0 , 1 € F , 推出 Q g R 

2) 因为 RSF ， 所以存在2 = (2 + 6^€( 1 ,6€11，其中6/0.由 F 为数域知， 
F 对四则运算封闭，所以由\ a ， 6 e F 得 



故对任意的 c , d e R ， 有 c +也 e F •因此 F = C . 

注数域就是复数域或其子域.关于域的概念，参见附录. 


□ 


3.1.2 线性空间的定义 

本节我们引入线性空间的概念.线性空间是几何向暈及其线性运算的一般化， 
是现代数学中最基本的概念之一. 


3.1 线性空间 
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在第1章里，我们定义了向量的加法和数量 乘法. 向董的加法是集合 E 3 上的 
一个运算，向量的数量乘法是实数域 R 和集合 E 3 之间的一个运算，两种运算满足 
8条基本的运算性质.分析向量的这两种运算的性质，去掉向量（有向线段）及数暈 
(实 数）的具体属性,用任意一个数域取代实数域，任意一个非空集合取代 E 3 , 保留 
运算性质，我们就得到一般的线性空间的定义. 

定义 3.2 设 F 是一个数域, V 是一个非空 集合. 我们称 K 是数域 F 上一个线 
性空间，如果对 V 中任意两个元素 x 与 y ， 有 F 中唯一确定的元素 z 与之对应，称 
z 为 x 与 y 的和，记为 2 = x + y ， 称此运算为 加法; 对 F 中任意一个元素 A : 和 F 中 
任意一个元素％有 K 中唯一确定的元索 y 与之对应,称 y 为与 x 的数量乘积， 
记为 y = fcx ,称此运算为数量乘法，简称 数乘; 而且加法和数量乘法满足下列性质: 
对任意 kjGF , 及任意 x , y,ze V , 

1) x-hy = y -\- x ( 交换律)； 

2) (x + y ) + z = a : + (y + z ) (结合律); 

3) V 中存在一个特殊元素 0, 使得对于 K 中每个元素 a :， 都有 x + 0 = a ;; 

4) 对于 F 中每个元素 a :, 在 V 中存在一个元素2/，使得 x 4- 2/ = 0; 

5) lx = x ; 

6) ( kl)x — k ( lx )\ 

7) (fc + J)x — kx + lx ; 

8) k(x + y ) = kx + ky • 

线性空间也称为向 M 空间.如果 v 是数域 F 上一个线性空间，那么， K 中的元 
素称为向量;具有性质 3) 的元素0称为 V 的零 向量; 对于向量 xey , 具有性质 4) 
的元素2/称为0：的负 向量; 数域 F 中的元素称为纯董 或数. 数域 F 上线性空间也 
简称为 F 线性空间，如实线性空间，复线性空间.在今后的讨论中，总设 F 是一个 
数域. 

几何向董按加法和数乘满足线性空间的定义,线性空间概念正是几何向董及其 
线性运算的推广.平面向量组成的线性空间记为 E 2 , 空间向董组成的线性空间记为 
E 3 . 给定一个基，将几何向量与它的坐标对应,就得到 E 3 和 R 3 之间的一个 一一 对 
应，这个对应还保持加法和数乘运算.因此 R 3 关于三元有序数组的加法和数量乘 
法满足同样的运算性质，成为实线性空间. 

例 3.3 数域 F 上所有 n 元有序数组组成的集合 


F n = {(ai,--,a n ) : ai e F, 1 ^ ^ n}. 


关于如下定义的运算作成一个 F 线性空间. 


(ai, … ， a n ) + (& 1 ， … ， bn) = (。1 + fel， …， On + bn )， (3.1) 

fc(ai,a 2 , • • •, a n ) = (fcai, …, ka n ). 
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易知，(0, …， 0) 是零向量，记为0; ( ai ， …， cin ) 的负向最为(一句， …， — a n ). 特别地， 
F 1 == F 是 F 线性空间，其加法与数乘分别为 F 中加法与乘法. 

例 3.4 设 S 是一个非空集合， F 是一个数域.由 S 到 F 的映射也称为沒上 
的 F 值函数 . 表示所有 S 上的 F 值函数组成的集合.集合％对于函数的加法 
和数与函数的乘法作成一个 F 线性空间.具体地，线性空间 F 5 中的加法和数量乘 
法定义如下：对任意的 f ^ geF ^ keF . xeS , 


(/ + P)(®) = /(®) + P ⑷， 

{ kf )( x ) = kf ( x ). 

零函数就是在 S 上每点的取值都为0的函数.函数/ : S — F 的负函数为 

-f'S — F 、 (- /)( 和-淋 

特别地, 当 S = {1 ， 2, • • • ， n} 时，就是例 3.3 中的 

例 3.5 能写成如下形式的实变量实值函数称为一个 n 次多项式函数， 


/⑷= : a n x n 4- a n _ia: n_1 -I - h a\x 4- ao, 

其中勿， ai ，… ，〜 e R ， 如 / 0. 显然，两个这样的函数之和是一个多项式函数，一 
个实数乘一个多项式函数还是一个多项式函数.事实上， 

(a„x n + • • • + aix + ao) + (b n x n + • • • + 6ix + 6 q) 

= (a n + b n )x n + • • • + (ai + 6i)x + (ao + 60)， (3.3) 

. k(a n x n H — • + a\x 4- ao) = ka n x n H - h fcaix + kao. 


全体实多项式函数组成的集合 R [ x ] 按函数的加法和数乘作成一个实线性空间.由 
微积分知,若两个多项式函数相等，则它们的各阶导数也对应相等，由此不难推出这 
两个多项式的各项系数应相等.也就是说多项式函数由它的系数所决定.因此，我 
们也可以将多项式函数理解为形式表达式，称为多项式，即规定两个多项式相等是 
指它们对应的各项系数都相等.多项式的加法和数乘就是按 (3.3) 作形式运算.且 
作形式运算和对应的函数运算是一致的.也可以按同样的方式理解一般数域上的多 
项式，如复系数多项式函数空间 C [ x ]. 关于多项式的一般讨论在第5章. 

例 3.6 设 K 是数域，且 K R 则 F 可以看作 K 线性空间，其加法就是 F 
中的加法，数量乘法即 乘法. 特别地,复数域 C 可以看成是实线性空间. 

线性空间定义中的条件是线性空间的基本公理，我们将从这些公理出发推出线 
性空间的一般性质.下面是几个从定义可以立即推出的简单性质，证明都很简单，但 
要注意，我们必须从定义出发严格地按逻辑推理. 
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命题 3.2 设 K 是 F 线性空间，则 

1) 零向童0是唯 一的； 

2) 每个向量 x e V 的负向量是唯一的，记为-: r ; 

3) 消去律成立，即对任意 ： r ， y ， 2 € V ，若 a : + 2 = y + 2,则 x = y . 

证 1) 假设0及 O ' 都是 F 的零向量，则 O ' = (^ + 0 = 0 + (^ = 0,这里依次用 

到0是零向 M ， 加法满足交换律, 0' 是苓向鸶. 

2) 设 : r e 假设存在 y 及 y ’ 6 V , 使得 : r + y = X + 2 / = 0,则 

y = y + 0 = y + (x + y’） = (y + x) + 〆= y’ + (x + j/) = y’ + 0 =〆• 

3) 由结合律及零元的性质得 （ a ： + 2：) + (- z ) = a : + (2 + (- ^)) = x + 0 = x , 式中 

x 换为也 成立. 在等式 “ a ： + z = y + 2 ” 两边加上- z 即得 x = y . □ 

利用负向量，可以定义加法的逆运算，即 减法： 对于 x ^ yeV , 定义 

x-y = x -\-{- y ). (3-4) 

命题 3.3 设 V 为 F 线性空间•对任意：及有 

1) A :0 = 0, 其中0€ V ; 

2) k (— x ) = — kx ] 

3) k(x 一 y ) = kx - ky \ 

4) Ov = 0 ? 其中左边的 0 e 右边的 0 € K ; 

5) (一 l)x = — x ; 

6) (k — l)x = kx — lv ] 

7) 若 /ex = 0,则 A : = 0 或 x = 0. 

证 1) 根据定义 3.2, /cO + A :0 = A :(0 + 0) = A :0 = A :0 + 0 = 0 + A :0, 于是由消去 
律得 fc () = 0. 2) 根据定义 3.2, k (一 x ) ^tkx = k{x + (- a ;)) = A ;0, 由已证的 1) 及负向 
贵的唯一性得 k (- x ) = - kx . 其余作为练习. 口 

3.1.3 子空间 

设 V 是 F 线性空间， W 是 V 的一个非空子集 . W 中任意两个向 tt X ，2/的和 
还是 V 中一个向董.一般说来， x-f y 不一定在 W 中•如果 W 中任意两向董的和 
仍在 W 中，就称 W 对于 K 的加法是封闭的.同样，如果对于 W 中任意向量 y 和 
数域 F 中任意元素 A ：， 幼仍在 W 中，就称 W 对于 K 的数量乘法是封闭的 • 

命题 3.4 设是 F 线性空间 V 的一个非空子集.如果 W 对于 V 的加法及 
数乘是封闭的，那么 W 本身对于 V 的加法和数乘也作成 F 线性空间. 

证 W 对干 V 的加法及数乘的封闭性保证了 W 中定义了一个加法运算和 
一个数乘运算•因 W 非空，设2/ e V ，则由 W 对数乘的封闭性和命题 3.3 得 
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0 = Oy € 且对任意 x € -X = (- l ) xe \ V . 定义中的其余性质对 V 中所有 

向量都成立,因此对 W 中所有向量也成立. 口 

定义 3.3 设 V 是 F 线性空间，而 W 是 V 的一个非空子集.如果 W 对于 V 
的加法及数乘封闭，那么就称 W 为 K 的一个子 空间. 

对于线性空间 V ， {0} 和 V 都是 K 的子空间，称为 V 的平凡子空间,其他子空 
间称为非平凡子空间 • {0} 也称为零子空间，简记为 0. 

命题 3.4 表明， K 的子空间 W 按 V 的加法与数乘运算是 F 线性 空间. 不难证 
明，如果 W g y , 那么下列条件等价 

1) W 是 F 的子 空间； 

2) W 关于 V 的加法和数乘运算是 F 线性空间； 

3) W 非空，且若 X， y € W，fc € F ， 则 fcx + 2/ € 

例 3.7 平行于一给定平面（或直线）的全体向董的集合是 E 3 的子空间 • 

例 3.8 考虑闭区间|0, 1] 上所有连续函数组成的集合口[0, 1]. 显然，集合(7[0,1】 
非空,如0 e C [0, lj . 微积分中的基本事实说明 C [0,1] 对加法和数量乘法是封闭的 • 
于是 C [0，1] 是 Rd 的子空间.因此 C [0,1] 关于函数的加法和数乘是一个实线性 
空间. 

例 3.9 实多项式函数空间 R [ x ] 是函数空间 R r 的一个子空间 • 考虑次数小 
于 n 的所有实多项式组成的集合 R [ x ] n . 显然它对加法和数乘都封闭，因此， R [ x] n 
是 R [ x ] 的一个子空间. 

例 3. 10 数域 F 上关于变量 A ，…， x n 的一个 n 元齐次线性方程形如： 

a \ X \ +- h a n x n == 0, (3.5) 

其中€ F 称为方程的系数.对于 c = ( ci ,-*-, Cn ) e F n , 如果 aici + ••• + 
a n cn = 0, 则称 c 是方程 (3.5) 的一个解.方程 (3.5) 的解集， 

*5 = {( ci , …，〜）： a x ci - I - • * • -f a n c n = 0 } 

是 F n 的一个子 空间. 事实上， ai 0 +…+= 0,即0 € S •因此5是 P 的一个非 
空 子集. 对于 （3.5) 的任意两个解 c = ( Cl ， …， Cn ) 和 d = ⑷，…，‘)，及 F 中任意 
一个数 fc ， 直接验证知 fee + d = ( fc Cl + dh . • . ， fcCn + dn ) 也是 (3.5) 的一个解，因此 
也称 *5 为方程 (3.5) 的解 空间. 特別地，当 F = R ， n = 3,且 axa 2 a 3 # 0时 ， S 是一 
个过原点的 T 面.两个过原点的平面的交是一条过原点的直线，也是 R 3 的子空间. 
这在第1章里已有讨论.也可以考虑多个线性方程构成的齐次线性方程组，得出同 
样的结论.一般情形将在第4章讨论 • 

设 V 是 F 线性空间.设 R 和 R 是 V 的子空间.它们的交^ n V 〗是既在 R 
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中也在 V 2 中的元素组成的， BP 

Vi Pi V^2 = {x : x eVi y x G V2 }. 

命題 3.5 V 的两个子空间 V ! 和的交 h n 是 K 的子空间. 

证因为 Vi 和 f 2 都是 K 的子空间，所以0 e Vi, 0 e v 2 , 即 0 e h n v 2 , 且若 
e Vi n V 2 , fc e 八则 fca: + y e Vi n V 2 .故 Vi 是子 空间. □ 

不难看出， K 的两个子空间 H 和 R 的交 h n k 2 是V的同时包含在 H 和 
中的最大的子空间. 一 般地， v 的任意多个子空间的交还是V的子空间•但 v 的两 
个子空间 Vi 和 v 2 的并 Vi uf 2 不一定是子空间. 

下面我们来讨论构造子空间的一般 方法. 我们知道， R 3 中过原点的直线可由 
一个非零向量的倍数组成，过原点的平面可由两个不共线的向 董的所 有线性组合得 
到.三个不共面的向量的所有线性组合就是整个 空间. 一般地，这也是构造数域 F 
上线性空间 K 的子空间的一个基本方法. 

定义 3.4 设以，…， ci n k u …， k n Gf \ 我们称向量 • 

k \ a \ + …+ k n a n 

为 cu, …， a n 的一个以 U n 为系数的线性组合，简记为 Er=i 

设 M ，…, ci n 是V中一组向 M. 如果向璧 rr 等于向量 ai ，• • •，“ 的一个线性组 
合，即存在 F 中的数 h ，…， fen, 使得 z = Er=i k ^> 我们就说 a 可以由 q ，…，〜线 
性表出，或 a: 可以表为以，…，的一个线性组合. 

由向量^， …，〜 的所有线性组合构成的集合称为向量^， • • • ， a n 的线性扩张， 

记为 <ai, …，〜> 或 Span(ai, …， a„)， 艮卩 

(ai,--,a n ) = I kjaj : A ； i, • - ,^ . 

显然， 0 = Oai + • •. + Oan G〈ai，• • •，a n 〉； 若 x, y e〈ai，. • •,a n ), fc € F ，设 

n n 

^ = ^2 Xiai ， 沒 = H Vi a “ 

i=l i=l 

则 kx + y - 2?=i( fcx i + Vi)^i ^ (ai, •••,«„). 因此 （ai, …， a„> 是 V 的子空间，也称 
为由向量〜，•••,&张成的子 空间. 

一 般地，如果 *5 是 F 的一个子集,那么 S 中有限个向董的一个线性组合也称 
为 S 的一个线性组合 • S 的所有线性组合组成V的一个子空间，称为由 S 张成的 
子空间,记为 〈S> 或 SpanS. 

命埋 3.6 设 W 是 K 的一个子空间， S 是 K 的一个子集 • 如果 S 则有 
(5) C W. 
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证由于 W 对于加法和数乘封闭，所以 W 对作线性组合也封闭. 口 

由此可见，〈5〉是包含 S 的最小子 空间. 包含 S 的最小子空间可以描述为包含 
S 的所有子空间的交，称为由 S 生成的子 空间. 因此，也称〈的是由 S 生成的子空 
间，5称为 〈 S 〉 的一个生成元. 

定义 3.5 设 F 是 F 线性空间， h 和 V 2 是 K 的两个子空间.由 Vx U K 2 张成 
的子空间 Span ^ UVb ) 称为 h 与 K 2 的和，记为 H + F 2 . 等价地， 

Vi + V 2 = { a - l -6 : aeVx.be V 2 }. (3.6) 

显然 ， h + K 2 是 K 的既包含也包含 V 2 的最小子空间 • 

可以类似地定义多个子空间的和•设{%}$/是 F 的一族子空间，它们的并张 
成的子空间称为这族子空间的和，记为 V ；.按定义， 

^2 V i = \ Yl ai : fl * 6 仅有限个 7*^ 0 | • 

te / lie / J 

例 3.11 ^ ei = (1,0,0), e 2 = (0,1,0), e 3 = (0,0,1), a = (2,3,1). 那么 R 3 中 

任意向 M $ = ( xi , X2 , x 3 ) 都可以由 ei ， e 2 , e3 线性表出 ：x = X \ e \ 4 - x 2 e 2 -f x 3 e 3 , 
因此 

R 3 =〈 e ^ e 2 , e 3 > =〈 ei 〉+ ⑹ + 

3.2 基和维数 

维数的概念是数学中最基本的思想之一，在不同的数学分支中，它有不同的形 
式.本节讨论线性空间的维数及相关的问题.定理 1.4 表明， E 3 中三个不共面的向 
M (基）可以线性表出空间所有向量，且表示方式唯一 . E 2 由两个不共线的 向量确 
定.我们说 E 3 的维数是3, E 2 的维数是 2. 但是要精确地定义一般线性空间的维数， 
我们必须回答两个问题：线性空间是否有基？ 一个线性空间是否可以有两个含向 
貴个数不同的基？要回答这些问题，我们必需对“不共面”有一个更清晰的认识. 
为此,需引入几个新的概念，证明几个相关的事实，这些事实本身也很重要.下面总 
假定 V 为数域 F 上一个线性空间. 

3.2.1 线性相关与线性无关 

设是 V 中一组向童.前面我们考虑了它们的线性组合全体.这正好 
是含 A ，…，〜的最小子空间.下面我们来考虑，一个向董表为^，…， a „ 的线性组 
合的表法唯一性.这可以归结为零向量的表法唯一性. 

命題 3.7 设 x € < ai ，…， d n 》 •则 x 表为叫，…， an 的线性组合的表法唯一，当 
且仅当零向量0表为 a !,..., a n 的线性组合的表法 唯一. 


3.2 基和维数 


. 85 . 


证设 a ： = Zih + • • • + l n a n , € F. 如果 x 还有另一种表法，即 x = 

k\ax + …+ fc n a n , 且有 i ， 使 fci / 则 （fci - h)a\ + …+ (fcn - i n )a n = 0,即零向 
量的表法不唯一.反之，若零向量的表法不唯一，即有不全为零的数 k u …， k n ， 使得 
k \ a \ + ... + fc n a n = 0,那么,我们得到$的另 一 种不同表法： 


x = ( A：i 4- / i)ai + …+ (/ c n + / n ) a n - 口 

以上命题表明，向量 x 表为向量“,•••，〜的线性组合的表法是否唯一的问题 
和: T 没有关系,而是由&，•••，〜的性质所决定的. 

定义 3.6 设 …， dn G V . 若有不全为零的数 h ， …， k n e F , 使得 
+ • • • + ^ nO-Ti — 0,则称 fll , * * * , 线性相关;否则，称为线性无关 • 

换个说法，向 M ^, • • • , 线性无关，等价于由心❼+ • _ • + = 0能推出 

fc 1== ... = fc n = 0, 即零向量表为 a !,..., a n 的线性组合的表法 唯一. 显然，关系式 
0 ai +…十 0 a n = 0总是成立的，我们称此为一个平凡的线性关系.于是,线性相关 
就是指存在非平凡的线性关系. 

例 3.12 在 R 3 中，若有 fcl , 灸2, *3 € R ， 使 * 16 ! + k 2 e 2 + A ：3 C 3 = 0，即 
( k \, k2 , ks ) = (0,0,0)，则有 fci = 0, A；2 = 0, = 0. 因此 ei , e2 , tz 线性无关. 
但是 ， ai = ( l , l , l )， a 2 = (2,2,2) 线性相关，因为 2 ai - a 2 = 0. 类似地，向量 
fel = (1，0,0), i >2 = (0, 1，1)，&3 = (1，1， 1) 线性相关，因为 = bi -h &2> 此式可写 
成 + (—1)^3 = 0. 

例 3.13 E 3 中两向量线性无关即不共线，三向董线性无关即不共面,任意四个 

向量一定线性相关. 

例 3.14 在 F 线性空间 F 中，证明* 

1) 向量 a 线性无关当且仅当 a # 0; 

2) 向董 cu , ci 2 线性相关当且仅当 a 1= =0 或存在 A : € 使得勿 = Ml 

证 1) 若 a = 0,则有 la = 0,于是 a 线性 相关. 换个说法,如果 a 线性无关, 
则 a ^ O , 必要性得证.反过来，如果 a / 0,则由 fca = 0, fc € F 可以推出 fc = 0,于 
是线性无关,充分性得证. 

2) 设处， 02 线性相关，则有不全为零的 数幻， fc 2 , 使 fcih + k 2 a 2 = 0•若*: 2 / 0, 
则处= ~ j ^ a iy 若友2 = 0,则 fci 会0,此时 k\ai = 0,所以 ai = 0. 反之，若 a 2 = fcai , 
则 fcai — a 2 = 0,于是 fli ， ci 2 线性相关；若 cii = 0,则 ai + 0 a 2 = 0, ai , 也线性 
相关 • 

命题 3.8 向董 a !,.-., a n € V 线性相关，当且仅当其中有一个向量可以表为 
其余向量的线性组合 • 

证如果 M ，…， a n 中有一个向量可以表为其余向量的线性组合，不妨设 M = 
hd 2 + …+ Zn^n ， 则 ai — —…一 Z n a n = 0 ， BP «!,•••,On 线性相关.反之，设 
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有不全为零的数 k u …， k n , 使得 fciai + • • • + kna n = 0,不妨设 fci / 0,则 ai = 
守 a 2 + • • • + 即 A 可以表为 a 2 j ..., a n 的线性 组合. 口 

1 命 S 3. 9 设 CM ，…，线性无关，则 be K 不能表为〜，…， an 的线性组 
合当且仅当 M ，".， a n ，6 线性无关.等价地，6可以表为 a !,..., a n 的线性组合当且 
仅当〜，•••,〜，6线性 相关. 

证设&可以表为的线性组合.由命题3.8, ^， • • • ，如，6线性相关. 
反之，如果存在不全为零的数 幻 ，…， fcn ， 使得 

k\d\ + • • • + knan + i6 = 0 ， 

那么 i / 0,否则 ai ,..., a n 线性相关，与已知条件矛盾.因此， 

b=^l ai + Z^ a2 + ... + Z^ an , 

即6可以表为 A ，…，如的线性组合. 口 

注一组向董也称为一个向童组.向董组 A ，…， a n 可记为 { a : ，…， a „} •但向 
M 组不同于作为 V 的子集的向量集.向量组中的向 M 可以是相 等的. 例如，作为向 
M 组， { x ， x , 2 /} 一 { x ， y } ,而作为集合， { x , x , y } = { a ; j } •如果还要考虑向量组中向量 
的排列顺序，此时向量组称为有序向 量组. 一个有序向量组就是由集合 {1,2, 

或某个指标集 S 到 V 的一个 映射. 可以将有序向量组 M ，…， a „ 记为（的，…， a n ). 
如果仍采用集合记号,就要注意，作为有序向 M 组, { x , y }^ { y , x }. 

显然，如果一个向董组包含一个线性相关的部分组，那么这个向 M 组也线性相 
关.例如，若一个向量组中含有两个向量成比例,则这个向量组线性相关. 

3.2.2 基的存在性与维数不变性 

定义 3.7 向童组 • • • ， e „ 称为 K 的一个基,如果 K 中每个向 M 都可以表为 
e !,..., e n 的线性组合，且表法 唯一. 

命 03.10 F 的一个向量组是 K 的基当且仅当它线性无关且张成 V . 

证设，… ，〜是 V 的一个向 量组. 按定义， ei ,..., e n 张成即 K 中每个 
向量都可以表为它的线性 组合. 根据命题3.7,命题 得证. 口 

以上定义和第1章中基的定义是一致的.由定理 1.4, 任意三个不共线的向量组 
成 E 3 的一个基.引进基的目的是定义向量的 坐标. 为此先证基的存在性和维数不 
变性. 

定义 3.8 设 V 是 F 线性 空间. 如果 K 中存在一个有限向 M 组张成 V ，我们 

称 V 是有限维的，否则称 V 是无限 维的. 

定理 3.1 设 F 线性空间 V 的一个有限向量组 *5 张成 V ，则 S 包含 K 的一个 

基; 特别地，每个有限维线性空间有一个基. 
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证 设 S 张成 V •若 S 线性相关，根据命题 3.8, S 中某个向量可以表为其余 
向量的线性 组合. 于是从 *5 中去掉这个向量后所得向量组也张成 K 继续这一过程 
有限次，即得一个线性无关且张成 K 的向 M 组，即 K 的一个基. □ 

定理 3.2 设 K 是有限维 F 线性空间，则 V 的每个线性无关向量组 L 可以扩 
充为 V 的一个基.特别，每个非零向量包含在某个基中. 

证设 S 是张成 F 的一个有限向量组.若 S S 〈 L >， 则 L 张成于是 L 是 K 
的一个基. ^ xeS y x ^( L ) y 由命题3.9,将: r 添加到所得向 M 组仍线性无关. 
继续此 过程有限次后，得 K 的一个基. 口 

定理 3.3 在 P 线性空间 K 中，设向量组 S = {〜，…, a m } 张成 V ，向 M 
组 L = { h ，…， 6 n } 线性无关，则有 m 彡 n ， 且有 S 中向量 a in + 1 ? .*., a im , 使得 
厶 U { a in + l ，...， a im } 张成 K 

证 对 n 作归纳法 . n = 1 时，卜线性无关，即心 / 0 ,由已知， S 张成 V , 
于是 S 非空，故 m > 1 ，\可表为 S 的一个线性组合，即有 fci € F , z = 1 ，…， n ， 
使得 h = A: iai + ••• + k m a m ) 其中 h 不可能全为零，不妨设 h / 0 ,由上式解得 
= —^{ k2 ( i2 + …+ fc m a m — 61 ), 所以 6i , 02 , • • • , d m 张成 K 假设定理对于 （n - 1 ) 
成立,我们来证明，定理对于 n 也成立.因为 L 线性无关，它的部分组心，…，也 
线性无关，由归纳假设，存在、，…， aj m € 5,使得5’ = {&!,•••, 6 n - i > « i n » # ** t ^ t m } 
张成 V ，所以 6 n 可表为 S ' 的线性组合,即存在 h ， …， fc n - l ,« n , …， Zm ， 使得 

bn = kibi + • •. + k n ~ib n -i + l n O>i n + • • • + ^ 

上式中 ii 不可能全为零，否则 L 线性相关，矛盾.不妨设 Z n / 0 ,则 （ 2 irl 可由 
S ，，= LU { a in+1 ,. • • , a im } 线性表出，于是张成 V . 由归纳法，证毕. □ 

定理 3.4 有限维线性空间的任意两个基所含元素个数相同. 

证 设 (3 i ，02 是线性空间 V 的两个基.因汍张成 F ， 庆线性无关，由定理 3.3 
得 ， IA 0 I 决|，又灸张成汍线性无关，得|/? 2 |彡 | A |. □ 

定义 3.9 有限维线性空间 F 的一个基所含向量个数称为 V 的维数，记为 
dimF ， 有时为了指明基域 F ， 也记为 dim F V . 

注我们规定空向量组是线性无关的，这一规定是符合逻辑且与线性无关定义 
相符的.因此，空向量组是零空间 0 的一个基，所以它的维数是 0 . 

定义 3.10 设 € 1 ，…, e „ 是线性空间 K 的一个基 xeK 若 

x — x\ei H - hx n e „, xi ,--, x n € F , 

我们称 xi ^-. Xn 为向 M 3：关于基 ei ，…， e n 的坐标或在此基下的坐标. 

考虑坐标时，我们通常考虑有序基此时，向量 x 的坐标组成一个 n 
维有序数组 （ A ,•••,〜) ，即 P 中的一个向量，因此也叫坐标 向量. 
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例 3.15 向董空间中单位向量 

ei = (1，0,…，0)， e 2 = (0,1，…，0)，…， e n = (0,…，0, 1). 

组成 P 的一个基.称 ( e ^ • • • ， e n ) 为的标准基.所以 dimF - = n .任意向量 x = 
( xi ,..., x n ) GF n 都可以唯一地表为 ( ei ,..., e n ) 的线性组合： a : = : r lCl + • • - + x n e n , 
即 x 在标准基下的坐标为 a ：. 但向童 （1，1，1) € R 3 在基（(1，1，1)， (1,1,0), (1,0,0)) 
下的坐标为（1，0,0). 

例 3.16 在向量空间 R [ x ] 2 中， （1 - a ;， 1+ a :) 是 R [ x ] 2 的一个基,多项式 2 -x e 
R [ x } 2 在基 （1 一: t , 1 + : r ) 下的坐标为（§， I ). 

例 3.17 复数域 C 作为 R 上的线性空间，（1，0是 C 的一个基.因此 dim R C = 
2. 对任意向 M 2 = a + frz ， 其中 a ， 6 e R , 它在此基下的坐标为 ( a ,6). C 可以作为任 
意数域 F 上的一个线性空间.显然 diracC = 1.但 C 在 Q 上不是有限维的，因为 
存在无理数，如 tt . 

例 3.18 设 S 是一个非空集合.对于每个 s 定义 s 的特征函数为 

乂 9 \ S — F 、 Xs ( t ) = S 9t . 

易知, 若3 1 ，…， S k es 互不相同，则 X 、， • • • ， x 办在线性空间中线性 无关. 如果 
S 是有限集，那么特征函数组 ( Xs)ses 张成事实上，对任意/ € F s ， 

s£S 

因此（ X ，)必是户的一个基.函数/在此基下的坐标为 (/(5)) a65 . 特别地，例 3.15 
= 的情形 • 

推论 3.1 设 V 为有限维 F 线性空间，是 V 的两个向 量组. 

1) 如果 S 张成 V ,则 | S | > dimV , 且等号成立时， S 是 V 的一 个基； 

2) 若 L 线性无关，则 | L | < dimV , 且等号成立时， L 是 V 的一个基. 

证由定理 3.3, 命题 3.10, 及定义 3.9 得证. □ 

例 3.19 由例 3.15, F n 是一个 n 维线性空间.所以 P 中任意 n 个线性无关 
的向量组成的一个基,任意 m (〉 n ) 个向量必线性相关.这正是3维空间中熟 
知结论的推广. 

基与维数的概念可以推广到无限维空间.和有限向量组一样，由线性组合的概 
念导出线性表出，线性无关，线性相关，以及基的概念.用集合论中超限归纳法或 
Zorn 引理能够证明,每个向量空间都有基，这里不作证明. 

例 3.20 考虑数域 F 上所有无限序列的集合 


V = {( ai , a 2,***) : ai € F }. 


3.2 基和维数 
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类似有限长序列，按分量定义加法和数乘，那么 F 是一个线性空间.称一个序列是 

有限序列，如果它只有有限个分董不为零 . F 中所有有限序列组成 K 的一个子空 

# 

间，记为 F °°. {a = (0, …，0, i ， 0 ,…)， i e N } 是 的一 个基. 

3.2.3 子空间的维数与向置组的秩 

直觉上，有限维空间的子空间也是有限维的.但这需要证明. 

定理 3.5 有限维线性空间 V 的子空间 W 也是有限维线性空间,而且 dimW ^ 
dimV , 等号成立时 ， W = V . 

证若 L 为 VV 中一线性无关向量组，看成 F 的向董组仍然是线性无关的，由 
命题 3.1, ⑹ 彡 dimK 若 L 不张成则存在 aeW.ai SpanL. 由命题 3.9, 将 a 
添加到向量组 A 所得向量组 L U { a } 仍然线性无关.因此，从空向董组开始，至多 
添加 dimV 次以后,我们就能得到一个张成 W 的线性无关向量组，即 W 的一个基. 
所以 W 是有限 维的. 如果 W / F ， 那么 W 的一个基不能张成 F . 但它是 K 的一 
个线性无关组，因而可以被扩充为 K 的一个基，于是 dim^< dimK □ 

例 3.21 设 a = (1 ， 1 ，一 2)， fc = (0,3, -3). 证明,向量组 (M) 是向量空间 R 3 
的子空间 W = {(a ： i ， a ； 2 ， a ： 3) € R 3 :心+的+抑 = 0} 的一个基. 

解 W 是过原点的平面，于是 dhnW = 2. 因此，只要证 d , &线性无关.显然， 
a , beW . 若有 fc , / € R , 使得 fca +仏= 0,即 

0 = *(1,1， 2) + i (0, 3, 一3) = ( k i k + 3 l y 2 k -3 l ), 

于是= fc + 3 Z = 2 fc - 3 Z = 0. 由此得 A ; = / = 0. 所以 a , 6线性无关. 

例 3.22 求 R 4 的子空间£/与 W 的交 f / nW 的一个基，其中 

C 7 = {( ai ， a 2 ， a 3 ， a 4 ) € R 4 : ai - a2 + 奶 一 a 4 = 0}， 

W = {( ai , a 2, a 3, a 4) € R 4 : ai - f - a 2 + ^3 4- a 4 = 0}. 

解 记 t/nW 为 K 设 (2 = ( ai ， d 2 ， a 3 ，( z 4 ) € R 4 . 则 a € K 当且仅当 


ai — d2 + 这 3 _ a 4 = + a2 + a3 + (24 = 0. 



ai = —a^j OL2 — 一叫 , 


(3.7) 


令 


6= (1,0,-1,0), c =(0，一 l ，0，一 l ). 


由 (3.7), 6, c e K 观察 6 和 c 的前两个分景，（1，0)，（0, - 1) € R 2 是线性无关的，所 
以 b , C 线性无关.另一方面，任给 a G V ，由（3.7)， 


a = ( ai ， a2 , 一 ai ，一 勿， ）， 
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于是 a = aib + a 2 c , BP a € (6, c ), 因此 V g 〈6, c >. 反之，因为 &， c € F , 所以〈6, g V ， 
故〈6, c 〉= y . 所以 （ b ， c ) 是 K 的一个基, dim ( f / DIV ) = 2. 

我们知道，可以将 F 的任意子空间 1/ 的一个基扩充为 V 的一个基.但是，给 
定 K 的一个基，子空间 f / 不一定是这个基的某些基向董张成的.例如，在图 3.1 中， 
U = Span ( ei ); 在图 3.2 中， [/ / Span ( ei ), U ^ Span ( e2 ). 

下面我们证明，对于 V 的任意两个子空间,存在 F 的一个基，使得这两个子空 
间都是这个基中某些基 向量张 成的，参见图 3.3. 



定理 3.6 设 Vi 与 V 2 都是 K 的子空间，则存在 V 的一个基,使得 R 和 V 2 都 
是这个基中某些基向量张成的. 

证 hnw 是 Vi 的子空间， 也是％ 的子空间•设 v l nv 2i v u V2 的维数分别为 
r ， s ， L 取 Vi D V2 的一个基 （ ei ,• • • , e r ), 将其扩充为 V \ 的基 （ ei ，• • • , e r , e r + i , ••• , e 3 ) 
和 W 的基 （ ei ， …， e r ， e a + i , …, e a + t - r )_ 下面我们来证明， ei ， …， e a + t - r 是线性无 
关的，因而可以被扩充为 k 的一个基.设有线性关系⑹=0,即 


8 霣 +t — r 

允而= - 
i=l i = s+l 


y : e j • 


上式左边的向童属于 H ， 右边的向量属于％，因而这个向 M 属于 Vinv 2 , 将它记为 
a . 于是, a 可以由 ei ，", e r 线性表出•设 


a 



因 ei ，... ， e r , e a + i ，• • • ， ^ s -\- t-r 线性无关，故友 s+i ==••• = k 3 -\- t-r =0•于是 0 = a = 

冗 =1 fciei •由 ei ,• • • ， e s 线性无关得 fci = … == 0. □ 

推论 3.2 设 14 和 K 是 V 的子空间，则 

dim(Vi 4- V ^) = dimVi + dimV ^ — dim(Vi fl V2 ) - (3.8) 




3.3 线性映射 
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证用定理 3.6 的记号，已证 ei ，…， e … — 线性无关.又 

Vi 4- Vi = ( ei , …， e 3 〉 + 〈 ei ，. • •， e r ， e a + i ，• • •, e a+t _ r ) 

=W ，…， es+t - r 〉， 

所以 （ ei ， …， e s + t - r ) 是 H R 的一个基，因此 dim(Vi 4 - V2 ) = s -\-t — r . 口 

例 3.23 公式 (3.8) 表明， R 3 中两个过原点的平面的交^ n tt 2 —定包含一条 
直线，因为 dimim n tt 2 ) > 2 + 2 - 3 = 1. —般地， R n 中两超平面的交私 n 迅的 
维数至少是 2 (n - 1) — n = n - 2. 

设 V 是有限维 F 线性空间，以下考虑的向量组都是 V 中有限向童组. 

定义 3.11 —个向量组张成的子空间的维数称为此向量组的秩. 

定义 3.12 —个向 M 组 *5 中一部分向量构成的向量组 A 称为 S 的一个极大 
无关组，如果 A 线性无关，且 *5 中每个向董都可以由 A 线性表出. 

推论 3.3 向量组 S 的一个极大无关组 A 是〈5〉的一个基 • 

证根据极大无关组的定义， A 线性无关，且能线性 表出反 因此,根据基的 
定义，只要证 A 能线性表出〈5> 即可 • A 能线性表出即 S £〈&>，由命题3.6, 

(5) C 〈&>，即&能线性表出〈5〉. 证毕. 口 

推论 3.4 向量组一定有极大无 关组. 

证由定理 3.1 得. 口 

推论 3.5 向量组的任意两个极大无关组所含向量个数相同，就是〈•?>的维数， 
即 S 的秩. 

证由定理 3.4 得. 口 

定义 3.13 设&和为是 F 的两个向量组，若 A 中每个向董都可以由&线 
性表出， 则称& 可以由 S 2 线性 表出； 若&和 S 2 能相互线性表出，则称 A 和灸 
等价 • 

推论 3.6 两向 M 组 A 和 S 2 等价当且仅当〈&> =〈灸》. 

证由命题 3.6 得. 口 

推论 3.7 两等价的向量组有相同 的秩. 

3.3 线性映射 

3.3.1 线性映射的像与核 

定义 3.14 设 K 和 W 都是数域 F 上线性空间, a : V ^ W 是一个映射.如果 
对任意 X， y G V， fc G F , 都有 


(x + y ) = ct(x) -h a ( y) y cr ( kx ) = ka ( x) t 
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那么我们称 (7 是由 F 到 W 的一个线性映射或同态映射.如果同态映射 (7 是一个 
双射，则称 a 是一个同构映射. 

线性空间 V 到自身的线性映射也称为 V 的线性变换，或线性算子，而 V 到 F 
的线性映射称为 V 上的线性函数. 

例 3.24 平面旋转变换诱导的向贵变换是一个线性映射，而且是 E 2 到自身的 
一 个同构映射. 

例 3.25 ^ 0 ^ a € R 3 , 按下式定义的正交投影 pr a 是线性变换. 

pr a : R 3 — R 3 ， pr a (6) = ^ a , b 6 R 3 . (3.9) 

a • a 

事实上，若6, c e R 3 , R ， 则有 

pr a (& + C) = ? = a = P r a ( ft ) + P r a(c). 

a • a \ cl • a j 

pr a ( fc &) = = k a = fcpr a (6). 

a.a \a-aj 

注命题 1.3 表明， E 3 在某一非零向量 5 上的正交投影 pr 5 是 E 3 的一个线性 
变换，它将每个向量 S 映到其在5上的内射影 pr 3 (6), SP 

pr 5 : E 3 —► E 3 , b ^ pr 5 (6). 

在那里，我们正是利用了 pr 3 的线性性质推出内积的线性性质,即分配律，参见定理 
1.5 .在 R 3 中，我们用直角坐标系中内积计算公式定义内积，那么内积的线性性质 
可以直接证明，由此推出 R 3 的正交投影是线性变换. 

例 3.26 导数运算 

D: C ⑴ ( a ，&) — R (a ㈨ ， /( x ) h f\ x ) 

是区间 ( a ,6) 上一次可微函数空间 C (1 )( d ，6) 到 R ( a ， b ) 的一个线性映射. 

例 3.27 积分运算 


S : C [ a y b] — ♦ R , f(x) ^ J f(x)dx 

是闭区间 M 】 上连续函数空间 C [ a ，6 j 到1维空间 R 的一个线性映射. 

设 V — W 是线性映射.从定义知， a 保持线性运算.因此， a 保持线性组 
合,即对任意的叫 G % fcj € F ， 1 < i 彡 n ， 有 

G I ^2 k i a i ) = H 
\i=l / t=l 


3.3 线性映射 


特别，^将向量零映到零，将一个向量的负向量映到它的像的负向董，即 

cr(0) = a(0 • 0) = 0(7(0) = 0 ， 
cr(—a) = <j(( 一 l)a) = (—l)cr(a) = 一 cr(a). 

于是， a 保持线性关系，即， 

n n / n \ 

若 ^ fcidi = 0，则 E ki(r(ai) = a | ^ kiai J = a (0) = 0. 

t=l t=l \ i=l / 

进一步， a 保持线性相关性， SP , 

若句， …，〜 线性相关，则咖），…， a{a n ) 线性相关. 


线性空间 V 中每 个向量 都可以表为基的线性组合，而线性映射保持线性组合， 
因此一个线性映射完全由它在基上的取值所确定，而且取值没有限制. 

命题 3.11 设 （ Cl , … ，“） 是 V 的一个基， h ，…，是中任意 n 个向董•则 
存在唯一的由 V 到 W 的线性映射 a ， 使 a{ei) = i = 1， • • • , n . 

证 若则存在使得 rr = EIU 定义映射 


a : V -^ W y 



对任意 X, y ev, k e F, 设 d 



i=l 


抓，贝 ij 


丨擎 r w mw 

a{ky + 2 ) = ^2(kyi + Zi)bi = A; ^ ytbi -I- ^ zA = ka(y) -f a(z) 


因此 a 是线性映射.显然，对每个 i ， cj( ei ) = 6 i . 往证 a 的唯一性.若有线性映射 
r:V^W } 使得对每个 i , 有 T ( 6i ) = ~，则 

n n 

r(x) = ^Xir(ei) = Y^ x M e i) = a ⑷， 


即 a ， T 对 V 中每个向 M 的作用 相同. 因此 a = T . □ 

现在我们来考虑和一个线性映射相联系的两个重要的子空间. 

定义 3 .1 5 设 a : K W 是线性映射.称 {a(x) : a : e K } 为 a 的像； 记为 

Ima ; 称 {：r € K : < j ( x ) = 0 } 为 cr 的核，记为 Kera . 

命题 3.12 设 a 十 — W 是线性映射.则 Irmr 是 W 的子空间，而 Kera 是 F 
的子空间. 
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证对任意吒 62 € Imcr, 存在 a 1 ? a 2 € F ，使卜= a( ai ), = cr(a 2 ). 于是对 
任意 k e F , 有 kbi + b 2 = fca(ai) + cr(a 2 ) = cr(fcai + a 2 ) € Imcr. 显然 Imcr 非空 • 
所以 Ima 是 W 的子空间.类似地，对于〜 d 2 € Kera, k G F ， 有 a(ka x + a 2 ) = 
kcr(ai) -I- cr(d 2 ) = A:0 + 0 = 0 + 0 = 0 ，即 fcai -I- a 2 € Kercr. 显然 Kera 非空.因此 
Kera 是 W 的子 空间. 口 

定理 3.7 设 a : K — W 是线性映射.如果 (7(a) = b, 那么 

a~ l (b) = a + Kercr = {a -h x : x € Kera }. 

特别地, a 是单的，当且仅当 Kercr = {0}. 

证如果 a: € Kercr, 那么 a(a -h x) = cr(a) + a(x) = 6 + 0 = 6 . 另一方面，如 
果 ^( y ) — b, 那么 cr(y - a) = a(y) — a(a) = 6 — 6 = 0, 所以 y — a G Kercr. 因此 
y — a-^(y-a) ea + Kercr. 特别地， a 是单的，当且仅当对任意 2 ； € Imcr, 方程 
a{x) = z 有唯一解，当且仅当 Kercr = { 0 }. 口 

定义 3.16 设 a : V — W 是线性 映射. 如果 V 是有限维的，则 a 的核和像都 
是有限 维的. 我们称 dimKercr 为 a 的零度;称 dimlma 为 a 的秩. 

定理 3.8 (维数 定理）设 a : V — W 是线性映射， F 是有限维的•则 

dimKercr = dimV - dimlmcr. (3.10) 

证 Kenr 是 K 的一个子空间,它也是有限维的,可以取 Kera 的一个基(&,•••， 
e 8 \ 将其扩充为 V 的一个基 ( e !,..., e n ). 于是 

Ima = < a ( ei ), …， a ( en )> = ( a ( e -+ i ),---, cr ( e n )). 

因此只要证明 cr ( e , +1 ),..., a ( e n ) 线性无关即可.设有线性关系 

^icr(e 8+ i) + …+ fc n _ s (T(e n ) = 0 ， 

令 fl = fcie a+ i + ••• + k n 一 8 e n 、 由上式得 a (a) = 0,即 a € Kera . 所以 a 可由 ei ， …， e a 

线性表出，于是可以得到 ei ，…， e n 的一个线性 关系. 但…,、线性无关，于是 
推出 fci = ...== k n - a =0. 口 

推论 3.8 设 a : V — W 是线性映射,且 K W 都是 n 维的.则 a 是双射，当且 
仅当 a 是单射，当且仅当 a 是满射. 

例 3.28 根据微积分知识， 

D : R [ x ] ^ R [ x ], D(f(x)) = ^f(x) 

是一个线性映射，且 KerD = R , ImD = R[x), 

S: R [和 R [ x ], 5(/( x ))= f X f(t)dt 

Jo 
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也是一个线性映射，且 Ker5 = 0, lm5 = { f ( x ) € R [: r] : /⑼= 0}. 

3.3.2 线性映射的运算 

设 K 和 W 都是 F 线性空间.考虑 K 到 W 的线性映射全体.两个线性映射可 
以相加，也可用数去乘线性映射,这和函数相加、数乘函数一样地定义： 

(a 4- t)(x) = cr(x) 4- r(a;), (ka)(x) = fca(x), x e V, (3.11) 

关于加法和数乘，它们作成 F 上一个线性空间，记为 Hom(F, W), 

命睡 3-13 如果 — ■: f/ — V 都是线性映射，那么它们的乘积 

(TT：U 也是线性映射. 

证 按定义,对于 fc € F ， X ， 1 / e C7, 有 ( ar)(x + y) = ct ( t(x + y )). 因为 cj , t 保 
持加法，所以 


( ctt)(x -f t /) = < T ( r ( a ；)) + a ( r ( y )) = (< rr )( x ) -f (< rr )( y ). 

类似地，有 [ crr )( kx ) = a ( r ( kx )) = a ( kr ( x )) = ka ( r ( x )) = k { ar )( x ). □ 

一 般映射的乘法适合结合律，线性映射的乘法当然也适合结 合律. 线性映射的 
乘法和线性运算有如下关系（只要其中的运算有意义)： 

cr(r + /9) = err + ap ， (3.12) 

(or + r)p = crp -f rp , (3.13) 

(ka)T = cr(kr) = fc ( crr ). (3.14) 

作为例子，我们验证 (3.12 ) 式.设 a W t : K 是线性 

映射.对任意 x € l /, 按映射乘法定义， （ cr(r + p))(x) = ♦ + p)(x)), 由加法定义, 
(t + p){x) = t(x) + p(x )， 又 cr 保持加法，因此， 

( a(T + p)){x) = cr ( r ( x )) -f <j{p(x)) = (< jr )( x ) + ( ap )( x ) = (ar + crp)(x). 


线性空间 V 到自身的所有线性映射的集合记为 EndK EndV 中线性算子的乘 
积仍在 EndF 中.因此 EndV 上有三种运算：乘法，加法和 数乘. 对于加法和数乘, 
EndV 作成 F 上一个线性空间.而且，乘法满足结合律且有单位元，乘法对加法满 
足分配律.于是 EndV 是一个环,且满足 （3.14 ) 式. 因此 EndV 是 F 上一个代数. 
关于环与代数的定义，可参考附录和§ 5.1. 

由于线性变换的乘法满足结合律，对于正整数 n ， 可以定义一个线性算子 <7的 
n 次幂 cr n 为 n 个 a 的乘积.规定 cr 0 := idv . 易证指数法则成立： 

a n+m = ( ，广 = "mn (3.15) 
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设 f ( x ) = a m x m -h am ^ ix ^ 1 + • • • + aix + ao 是一个多项式，则定义 

/(<j) := a m cr m + a m _icr m_1 + . • • + ai<r + aoidv- (3.16) 

例 3.29 考虑线性映射 

D : R[X]n — RWn, D ( f ( x )) = 去/⑷， 

易知， KerD k = R [ x ] fc , lmD k = R [ x ] n - fc , 且 P = 0. 

命题 3.14 如果线性映射 ( J ： V ^ W 可逆,那么 a - 1 也是线性 映射. 

证 由命题 2 . 1 ， rr 是双射.若 fc € F， 62 e 则存在❿， a 2 e 使 
得 a ( ai ) = 6i , a ( a2 ) = 62 •因 是线性的，所以 o ( ka \ -f < 12 ) = kb \ H - 62 - 因此 

a " 1 ( A : 6i + 62 ) = + 勿 = fca _ 1 ( 6i ) - 1 - < t _ 1 ( 62)，BP cr _1 是线性映射 • 口 

当 a 可逆时,定义 a 的负 整数幂 如下： 

( j- n = ( a — 1 )' (3.17) 


定义 3.17 设 V 和 W 都是 F 线性 空间. 如果存在由 V 到 W 的一个同构映 
射，则称 V 和 W 同构. 

例 3.30 证明，对任意非负整数 n , 向量空间 R [ a : j n 和 R " 同构 • 

证 定义映射 a : RM n — R n 如下： 

a(ao 4- a\x - I - - h a n _ ix n-1 ) = ( ao , ai ,-- • , a n _ i ). 

由 （3.1) 和 （3.3) 式， a 是线性映射.还要证 a 是双射.为此，定义 

r : R n —► R [ x] nt r ( ai ， a2 , • • • , a n ) = 01 + a^x + • • • + a n ^ n-1 * 

由于系数相同的多项式相等，所以 T 是 映射. 且容易验证， 

. aria ) = a , ra (/( x )) = /( x )， 

对任意 a e R n , /⑷ € R[x] n 成立•即 a 是双射.因此 a 是同构 映射. 证毕 • 

例 3.31 线性空间 E 3 同构于 R 3 , 每个基给出一个具体的同构.同样地，线性 
空间 E 2 同构于 R 2 . 

根据命题 3.13 和命题3.14,线性空间的同构关系是一个等价 关系. 因此，全体 
线性空间可按同构进行分类，同一类中的线性空间本质上是相同的，可以看作同一 
个线性空间.下面我们利用基的概念将线性空间具 体化. 证明，数域 F 上 n 维线性 
空间同构于所以在同构意义下，只需研究，的 结构. 

定理 3.9 数域 F 上有限维线性空间同构当且仅当它们的维数相同. 
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证如果 a : V-^W 是一个同构映射， (ei,---,e n )^ V 的一个基，则 (cr(ei),---, 
cr(en)) 是 W 的一个基.因此 dimV = dimW. 反之，分别取 V 的一个基 （ Q ， •••，„) 
与 W 的一个基 (/ i ,---,/ n ), 下式定义了一个线性映射 a.V^W 和它的逆映射 

a - * 1 ： 


因此^是同构映射. 口 

推论 3.9 数域 F 上任意 n 维线性空间 K 同构于线性空间 
以上定理对所有有限维线性空间给出了一个完全刻画.线性空间在同构意义 
下由其维数唯一地确定.两个同构的线性空间之间的同构映射一般不是唯一的.特 
别地，线性空间 F 到自身的同构映射全体关于映射的合成运算构成一个群，称为空 
间 V 的一般线性群，记为 GL(V). 关于群的定义参见附录. 

3.3.3 线性函数与对偶空间 

我们知道，数域 F 可以作成 F 上一个1维向 M 空间， V 到 F 的线性映射称为 
F 上的线性函数.线性函数是一类重要的函数，作为线性映射，它满足一般线性映 
射的所有性质.向量空间 V 上的线性函数的全体按函数加法和数乘运算构成的向 
董空间 Hom(F, F) 称为 K 的对偶空间，也记为 V' 

例 3.32 设 ai,--*,o n € F. 对任意 a: = (xi,--*,x n ) € F n , 定义 



/( x ) = aiXi H - h a n x n . 

容易验证：函数 / : F " — F 是上的一个线性 函数. 

反过来，上任意一个线性函数都可以表示成这种形式.事实上，如果/ : 
F n — F 是一个线性函数，则对任意 Z = ( xx ^.^ Xn ) e 将 X 用标准基线性表 
出，如 rt = nei + • • • + x n e n , 则由/的线性性质得 

/( x ) = xi /( ei ) + • • • + x n /( e n ). 

令 ai = f ( ei ), i = 1，…， n ， 则 f ( x ) = a \ X \ + • • • + a n x n 就是上述形式. 

一 般地，设/是 n 维 F 线性空间 V 上一个线性 函数. 取定 V 的一个基 
( ei ，".， e n ). 如果 x GV 关于基 （ ei ，."， e „) 的坐标为 那么 

/( x ) = a \ X \ + …+ a n x n , (3.18) 

其中 ai = /( ei )，..., a n - f ( e n ) 称为线性函数 / 关于基 h ，…，〜）的系数.式 
(3.18) 右端的表达式称为关 T 变量 X !,..., x n 的一个线 性型. 
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所以线性函数由它在基上的值所确定，它在一个基下的表达式是一个线性型， 
系数可以是任意的，也就是说，对任意一组数 a l 5 ..., a n 由式 (3.18) 所定义的 
函数是线性函数.利用线性函数和它的系数之间的对应，由的标准基可以得到 
的一个基.下面我们直接定义它 • 

定义 3.18 设0 = ( ey , 〜） 是 F 向璧空间 K 的一 个基. 如下定义的线性函 
數 fu …， U 称为关于基的坐标 函数： 对于 i = l ， … ， n ， 

n 

fi{^) = Xi ， V T = / Xj€j ^ V» 

j=l 

等价地，是适合下列条件的线性函数： 

= Sij ， 1 ^ J ^ 


显然，我们有下列关系: 


X = ^2 fi( x ) e i, X eV. 


(3.19) 


而且,对于任意的线性函数/ e V -, 我们有 


/ = E 八 必 


(3.20) 


要证式 （3.20), 只要说明两边函数在基上的值相同即可.事实上，对每个：/， 

^^/(e»)/i ) (ej) = ^2f(ei)fi(ej) = /⑷). 

式 (3.20) 表明， V 上任意线性函数都能由 A ， …， / n 线性 表出. 另一方面，若 

n 

fci/i = 0， ki € F ， 


则 


kj kifiiej )==( 亡 h/i) ⑷) = 0 ， j. = 1 ， … ， n. 

i=l \ i=l } 


于是 / i ，…， / n 线性无关. 

因此，给定 V 的一个基 （ Q ，…, en )， 相应的坐标函数组 （/ i , …， / n ) 是对偶空 
间 V 的一 个基. 我们称它为基 ( e ir -, e n ) 的对偶基 • V * 作为向董空间也有对偶 
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空间， V 的对偶空间记为称为 K 的二重对偶 空间. 因为 dimV = dimF •，所 
以 K 和 P 同构，从而 K 和同构. 

下面我们给出一个由 V 到 V — 的自然同构. 

任给 a : € %可以定义映射 ip(x) : V*^F 如下：对于/ € V -, 

♦)(/) = /(怎). (3-21) 

根据 P 中线性运算的定义，对任意的 f ， g 6 V ' keF ， 有 

^P(x)(kf -f ^) = (kf + g)(x) = kf(x) -f g(x) = kip(x)(f) -{- ip(x)(g). 

因此 P ( x ) 是 V 上的线性函数，即 ^ p ( x ) e V *\ 我们得到如下映射： 

V?: V — V ^*， x ^ 

定理 3.10 设 V 是有限维的，则 p : V — V， x ^ <p(x) 是一个同构. 

证首先#是线性映射， BP ， 对任意的 x iy eV , keF } ^ 

(f(kx 4-2/) = kip(x) + (p(y). 

事实上,对任意/ € V •，由 （3.21) 式、/的线性性质及线性函数和的定义， 


<P(lcx + 2/)(/) =f(kx + 2/) = f(kx) + f{y) = kf(x) + f(y) 


= kip(x)(f) + (p(y)(f) = (k<p(x) + (f(y))(f). 


下面证明 p 是双射.设 （ d ， …， e n ) 是 V 的一个基， （A ，…， /«) 是 V 的对偶 
于（01， …， e n ) 的基则 

= fj( e i) = 6 ijy 

因此 &(&)，•• •#(〜)） 是 V 的对偶于 （/ i , …， / n ) 的基•若 X = 则对 

任意/ W ， 有 


(右柳⑹1 (/) 



^2xif(ei) = f E Xiq } = /⑷ = 


于是 < f ( x ) = ⑹，即，在映射 W 下， V 中关于基⑷，…， e n ) 的坐标为 

xi ,.-., x n 的向鼉 x 被映到 V ”中关于基有相同坐标的向 M . 因 
此， W 是一个双射，因而是一个 同构. 口 

定理 3.10 中的同构具有自然性，我们对此解释一下.我们知道（习题51)，对于 
任意的线性映射 a : V — 我们有线性映射/ W — V -, 进而有线性映射 
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： V — w . 另一方面，根据定理 3.10, 我们有同构映射外 ：V — V 和同构 
映射 p 的自然性是指 

以后我们将 V 和 v — 通过以上同构等同起来.将 K 中向量 : c 看成^上的函 
数.这样，空间 V 和 V 的地位就是完全对 称的. 因此 V 与 V * 可看成是互为对偶 
空间，即 V 是 V 的对偶空间.所以我们也常将 V 上函数/在 V 中向量 x 取值看 
作 V * 与 V 的元素间的一种运算，即 V x V - 到 F 的一个函数 

i )： VxV ^ F , 

按此记号，下面两行分别表示/ € V •和 x € V ••: 

(y + 2 , /) = (y,/) + (z,/), (fcy,/) = fc(y,/), 

( 工， /-fy) = (xj) + (x y g) y (x y kf) = k(x, /). 

如果 V •的基 （A ，…， /„) 对偶于 V 的基 （ ei ，• • • ， e n ) ，则 （ q ， • • • ， e n ) 可看作对偶于 
(/ i , …， / n ) 的基，两者互为对偶基. （3.19) 和 (3.20) 式可写成 

n n 

X = fi)e iy f = /)/,-. 

i=l <=1 

推论 3.10 空间的任意给定的一个基都对偶于 K 的某个基. 

定义 3.19 定义 V 的子空间 t / 的零化子为 

{T = {/ W •• /([/) = 0}. 

零函数总在[/°中，于是 t /° 非空.其次，若 /， p e [/°，则 

(kf 4 - g){x) = kf(x) 4- g(x) = fcO + 0 = 0， W x e V, k e F. 

于是 kf + geU 。， 因此是 V - 的子空间. 

定理 3.11 dimf 7° = dimV — dimU. 

证设（^，…，^)是 1/ 的一个基，将其扩充为 V 的一个基 （ Q ， …，〜)，其对 
偶基为 (fl ， …， 显然 /. + 1, • • • ， /n e [/ 。•令 

W = h "， f n ). 

因为 c/° 是子空间，所以 w £ i/°. 对任意的 / e f/°, 设 / = e?=i .则心 = 
f(ej) = 0, j = l,...,5. sp U°cw . 因此 U°^W. □ 

将 v 与 v 等同，可将 (7° g p 的零化子[7°°看作 v 的子空间，即 

U°° = {xev : f(x) = 0, V / € [/。 }• 
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定理 3.12 对 V 的每个子空间17,有 t /。。 = I /. 

证 用定理 3.11 的记号，有 t /°° =〈 61 ， -^ e k ) = U . □ 

推论 3.11 V 的每个子空间是 V - 的某个子空间的零化子. 


3.4 商空间与直和 


3.4.1 商空间与同态基本定理 

设 V 是数域 F 上向董空间， W 是 V 的一个子空间， a 是 V 中的一个向量.数 
学中许多问题都要求我们研究 V 的如下形式的子集： 


a-\-W = {a-\-x : x € W], 

这些子集不一定是 V 的子空间，称为 W 的陪集,也称为 V 的仿射子空间_ 

弓 | 理 3.1 设叭和的都是 V 的子空间， fl 和6都是 K 中的向董，那么， 
a + W 1 = b ^- W 2i 当且仅当 ％ = W 2 = W ， 且 a - 

证 ^ W l - W 2 - W , Ka - beW ^ a-b = c , 则有 


a + Wi = {a + x : x € W} y b+W 2 = {a +x — c •• x G W}. 


显然，当 x 取遍 W 中所有向量时， x-c 也如此 • 因此， a + % = b 十 iy 2 . 反之，若 
a 4- Wi = 6十 W2 , 则 （a — 6) + = (6 — 6) - I - W2 = W2 - 又0 e W ^2, 于是 a — 6 € Wi ， 

因而 ( a - b ) + Wi ^ Wi . 故的 = □ 
考虑 W 的所有陪集组成的集合，记为 V / W , 即 


V/W = {x + W : xeV}. 


在 V / W 中定义加法和数乘运算如下：对任意 a y beV , keF y 


(x - I - W ) + ( 2 / + W ) = ( xy ) -\- W y 
k{x -f W ) = kx -\- W . 


(3.22) 


定义是合理的,即与代表元的选取无关.事实上，设 a+W = aW , 及 b^-W = b ^ W , 
则由引理3.1， a ^ a \ b ^ b f eW 于是， 

(a-hb)-(a , + b , ) = (a - a f ) + (b - J/) e W ， 

ka - ka f = k(a — a f ) 6 W- 


因此，由引理 3.1，a + b + W = a，+ f/ + W，fea + W = fca ; + W . 
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命题 3.15 V / W 按上面定义的加法和数乘运算构成 F 上一个向量空间，称为 
V 模 W 的商空间. 

证直接验证上述两种运算适合向董空间定义中的8条性质.例如， 


fc((a + W 0 + (6 + W )) = fc((a + b ) ^ W ) = k ( a -^ b )+ W 


= (ka -^ kb)-^W = {ka + (kb + VT ) = k{a + W ) + k{b + W ). 

其余类似可证. 口 

命题 3.16 设 V 为 F 向 M 空间， VV 是 V 的子空间.定义 

7 T：V V / W , ? r ( x ) = X -^ W , 

则 tt 是 V 到 V / W 的满同态,称为典型同态，且 KerTT = W . 

证显然， 7 T 是满射.由定义，对任意 a ， beV ， keF , 

?r(a + 6) = (a + 6) + W = (a + H0 + (& + WO = tt ⑷ + tt(6), 

n ( ka ) = ka-\-W = k(a -|- W ) — A ：7 r ⑷， 

因此 tt 是线性映射.因为， x^W = W , 当且仅当 a : € W •故 KerTr = W . □ 

推论 3.12 设 V 是有限维 F 向讀空间， W 是 V 的子空间，则 

dim ( V / W ) = dimK — dimW . 

证将维数定理应用于典型同态 tt : V — V / W 即得. □ 

通常称 dimF / W 为 W 的余维数，记为 codim v VV . 

注经常有这样的情况 ： K W 是无限维的，而 V / W 是有限维的.这时，当然不 
能应用推论3.12, AxmV / W 的计算就成为一个非平凡的问题了. 

例 3.33 设 M = {(0,0， m ) : meR }, = {(*：,/, 0) : fc，Z € R }. 则 

R 3 /^i = W 2 . 

定理 3.13 设 V ， C /， W 是 F 向量空间， ct:V p:V 是线性映射，则 

存在线性映射 t : — V ，使得 a = y 的充要条件是 KcrpC Kera . 当条件满足且 
Imp = J 7 时， t 是唯一的. 

证如果存在线性映射 r : — V ，使得 a = rp , 那么，当 p (: r ) = 0 Bt ， 有 
ct{x) = rp ( x ) = 0,因此 Kerp C Kera . 反之，设 Kerp C Kera . 我们首先在 Imp 
上定义 t ， 要使 a — rp 成立，唯一的可能是对 y = p ( x )， 令 T ( y ) = a ( x ). 如果 
p ( a ) = p (6), 则 a - 6 € Kerp C Kerrr , 于是 a ( a ) = a (6), 即 t 的定义是确定的.由 cr 

和 P 的线性性即得 r 也是线性的.然后，将 t 的定义域从子空间 Imp 扩充到整个空 
间 t /. 例如，取 Imp 的一个基 （ q ，…， e r ), 将其扩充为 t / 的一个基（〜•••，<)，令 

r ( ei ) = 0, i = r + 1, • • • , n . 口 
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定理 3.14 (同态基本定理）设 K ， IV 是 F 向量空间， a 是由 K 到 W 的一个满 
同态，则存在唯一的同构映射 t : V/Kera ^ W , 使得 cr = ttt ， 其中 tt : V — V/Kera 
是典型同态. 

证典型同态 tt 是满同态，且 KerTr = Kenr . 由定理 3.13 得 r 的存在性和唯 
一性.由于 a 是满射，所以 r 也是满射.由维数定理， t 也是 单的. □ 

3.4.2 直和与投彩变换 

现在我们将向量组线性无关的概念推广到子空间.总设 V 是 F 线性空间. 
定义 3.20 设 Vx , …， V ；是 K 的一组子空间.如果零向量表示成它们中的元 
素和的表法唯一,即若有 h eK ，• ••，〜€%,使得々 + 〜=0,则❼ =••• = 

= 0,那么就称％，•••，％线性无关.否则，称它们线性相关. 

例 3.34 设 K 是 F 线性空间. 

1) V 的单个子空间是线性无 关的； 

2 ) V 的两个子空间 H ， 线性无关当且仅当 v x nv 2 = o ； 

3) 设 ai , …，〜是 V 中的非零向量，令 K = Span ( ai ), 1 < i ^ 5. 则向量 
%•••，〜线性无关，当且仅当子空间 • • • ，％线性无关. 

命睡 3.17 设 V !，…， K 是 K 的子空间，则下列性质等价： 

1) %，…，％是线性无关的， 

2) K ，• • • ， V ；的基合在一起是线性无关的， 

3) dim (Vi + • • • + 14) = dim Vi + … + dim V ,. 

证设 （ eu ,•••'〜） 是 V ；的基 ， i = 1，".，&这3个基合在一起的向鲎组 
记为反如果5有一个非平凡的线性关系： Ey 知〜= 0,即= 0,其中 
ai = Zj kijeij e 那么子空间 h ， …，线性 相关. 反之，如果 h ， …， K 线性相 
关，则存在不全为零的向 tt ai € 使得 Ei ^ = 0. 将每个屯用基 

线性表出，就得到向量组 S 的一个非平凡线性关系.因此 1) 与 2) 等价. 显然， S 张 
成 K +…+ 2) 和 3) 都等价于说， S 是 h +…+ K 的一 个基. 因此 2) 和 3) 

等价. □ 

定义 3.21 线性空间 K 的一组线性无关的子空间％,•••，％的和称为直和，记 
为 Vi ㊉ … ㊉V ；，或 ㊉ : 

如果 K = Vx © … ㊉V ；,那么 K 中每个向量 a 可以唯一地表为 V ；中向量的和， 
即 a = ai + • • • + a a ，aj € K，i = 1, • • • ， s . 定义 

Pi : V V , a ^ ai , (3.23) 


容易证明， Pi 是线性变换，且 


PiPj = 6ijpi, Pi + • • • + Pa = id, Impi = Vi ， 
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定义 3.22 —个线性变换 p : V ^ V 称为投影变换，如果 p 2 = p . 

因此 F 的一个直和分解自然地决定一组投影变换.注意仍不仅依赖于 W ， 
也依赖于直和中其他的直和项.更准确的说法是由直和所决定的投影.特别地，若 

V = h ㊉ V 2 , 则称 Pl 为沿 W 在 R 上的投影.于是 (3.23) 式中的巧就是沿 
R ㊉ • • • 0… ㊉ V s m ^ 外其余 s - 1个之和）在 K 上的投影. 

我们来证明，满足以上条件的一组投影变换也决定 V 的一个直和分解. 

定理 3.15 设仍 ： K — V , i = 1，…， s 是 s 个投影变换，且具有如下性质 ： Pl 
+ … + A = id , PiPj = 心内，则 V " = Impi ㊉…㊉ Imps . 

证 对于每个向量 a eV , 用变换 id = J 2 i=i Vi 作用，得 a = ^ i = iP *( a )- 因此 

V = Yli=i lm Pi - 往证此和是直和. 设有 bi = Pi ( ai ) E Impi , 使得 

6i -h - hb 8 = pi(ai) H - -hPs(cis) = 0, 

用巧作用上式,注意到 P 〗 =巧，且 i # j 时，有巧 Pi = 0,我们得到 

bj = Pj{aj) = Pj(aj) = -'Y^pjp i (a i ) = 0, j’ = 1， • • • ， n. □ 

例 3.35 在 R 3 中，设 f 是过原点0、方向向 M 为 a 的直线，过 o 与，垂直的平 
面为 tt . 考虑正交投影 pr a (见例 3.25). 显然， pr a 的像为广核为 tt ， 且/ ㊉ tt = R 3 . 
因此 pr a 决定 R 3 的一个直和分解 R 3 = Keipr a ㊉ Impr a . 考虑线性映射 id - pr a : 
R 3 ^ R 3 , 它将 R 3 中每个向童6映到 fc - pr a (6), 称为在平面 tt 上的正交投影，记 
为 piV 易见， pr w 的像为 tt ， 核为厶且满足： pr ! = pr £ ，prj = pr w , pr ， + pq = id . 
另外,令 Sa = id - 2 pr a ，则〜是一个线性变换，称为由 a 确定的正交反射，或对于 
平面 tt 的正交反射.如果彳是过原点的一条直线， tt 是过原点但 不过纟 的一个平面. 
我们也有 R 3 的一个直和分解： R 3 = ^07 r , 确定两个投影变换 • 

例 3.36 如果 V 的一个线性算子 a 是投影算子，那么 V = Kenr ㊉ Imcr . 

证若 a 2 = a ， 则 a ， id - a 满足定理 3.15 的条件，故 V = Ima ㊉ Im(id - a ). 
往证 Kera = Im(id 一 a ) •若 b € Im(id - a ), 则存在 使 6 = a - < j ( a ), 于是 

a { b ) = a ( a ) — a 2 ( a ) = a ( a ) — a ( a ) = 0. 反过来，如果 6 € Kercr , 那么 cr ( b ) = 0. 因此 
6 = 6 — a ( b ) = (id — ( r )( b ) G Im(id — a ). 证毕. 

例 3.37 设 （ ei , • • • ， ej 是 V 的一个基，则 V =〈 ei 〉 ㊉ … ㊉ ( e n ). 向量 x 沿 
〈en •. • ， A . • • ， e n > 在子空间上的投影等 T x iei , 其中而是 a : 关于基 （ Cl , . • • ， e n ) 
的第 i 坐标，它不仅依赖也依赖其他基向量. 

例 3.38 所有实函数构成的空间是奇函数空间和偶函数空间的直和. 

定义 3.23 设 W 和 V 都是 V 的子空间，且 V = W ㊉ V . 则 IP 称为 W 在 
V 中的直和补. 
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推论 3.13 设 W 是 K 的子空间，那么存在 V 的直和补. 

证设 （ ei ， …， e r ) 是 VK 的一个基，将其扩充为 K 的基 ( ei , - - • , e n ), M W '= 
〈 e r + i , …， e n 》 是 W 的一个直 和补. □ 

以上定义的子空间的直和也称为内直和，下面我们给 出夕卜 直和的概念.设 K，R 
是数域 F 上两个向量空间.考虑集合 

F = VixV 2 = {( a ,6) : aeV u b € V 2 }. 

定义加法和数乘运算如下：对任意 ( a , 6), ( c , d ) € V， fc €巧定义 

( a ，6) + ( c ， c ?) = (a + c ，& + d ), fc ( a , b ) = (/ ca , kb ). (3.24) 

容易验证， K 是 F 向量空间.称 V 为 R 和 W 的外直和，记为 K h ㊉ K 2 . 

命題 3.18 设 （ ew m )S W 的基 （/ i ，…, / n ) 是 h 的基，则 

P = (( e l » 0)，…， km ， 0)，(0, / i )，••• ,(0,/ n )) 

是 V = K ㊉ b 的基.特别地 ， dimV = dim Vi + dimK 2 . 

证对于任意的 ( x , y ) e V ；设 X = J 2 i x i e i ^ y = [ il / i / i ， 则 

(X ， y) = xi ( ei ,0) + ••• + x m ( e m ，0) + j / i (0, / i ) + ••• + y n (0,/„), 

所以 /? 张成 K 若有 k i} lj € F , 使得 Ei 0) + E » h (0, fj ) = 0, m Ei kiti = 0, 
且 E / j/i = 0,得所有 ^ Z , 等于零.故 /? 线性无关. □ 

令 

U = {( x ,0) : X € Vi }, W = {(0, y ) : y e V ^}. 

则 f / 和 W 都是 V 的子空间，且 V = c / ® 内直和).另一方面，容易证明, 
Vi ^ f /, V 2 = W . 因此两种直和本质上是一致的.类似地，我们可以定义多个 向量空 
间的外直和,特别地,= ， ㊉ ： ㊉ F . 

作为本章的结束,我们考察 S 个简单例子，引出下一章的主题. 

在应用坐标变换解决几何问题时，我们会遇到很麻烦的计算.有没有计算规律 
可循呢？实际上，适当利用代数上的工具，如矩阵，我们就能化繁为简.用矩阵表示 
坐标变换公式不仅形式简单,运算方便，而且使我们更容易把握坐标变换的本质.同 
样地，深入研究一般向 M 空间中的问题，矩阵也是必不可少的工具.同时，矩阵是一 
个重要的代数对像，在第四章中我们将对其作一般的讨论.这里只作一个引入. 

两个3维向量相加，就是把三次数的加法看成一次向董加法.类似地，对于两个 
排成矩形表形式的数组，对应位置的两个数相加，可以看成这两个数组相加.例如, 


将下面左边两个数组中对应位置的元素相加得到右边的数组: 


1 2 5 6 6 8 

3 4 7 8 10 12 


就是将四次数的加法看作一次数组的加法.将每个数组视作一个整体写成 



这和4维向量的加法本质上是一样的，不同之处在于我们不是将数组写成一行或一 
列，而是写成矩形表的形式.同样地，用一个数去乘数组的每个元素可以看成用这 
个数乘这个数组.在工作和生活中我们经常是这样做的，例如，本课程的考试成绩 
就是按下式来计算的： 

30 %M + 60 %F + 10 %H 


其中 M 是平时成绩表， F 是期末成绩表， i / 是平时作业成绩表，成绩表是按组排成 
的表，如7行8列的表 • 

一般地，对于任意两个正整数 m 和 n ， 我们将排成 m 行 n 列的矩形表形式的 
数组称作一个 mxn 矩阵.例如,一般的3 x 3矩阵可以写成如下形式 


ail 

ai2 

^13 

a2i 

022 

^23 

炫 31 

032 

^33 


常用一个大写字母，如4来表示这个矩阵 . 叫,称为矩阵4的 （ i , j ) 元. 其中 i , j 分 
别表示数位于矩阵 A 的第 i 行和第 j 列位置.矩阵>1有3行，也有3列.每一 
行都是3维向量，称为矩阵4的行向 蜇. 类似地，列称为列 向童. 当然，行向 M 也可 
以看成1 x 3矩阵，列向童可以看成3 x 1 矩阵. 

下面我们来分析坐标变换公式，希望适当地定义矩阵的乘法运算，以便合理地 
表述坐标变换的规律.简单起见，只考虑平面向量. 

设有三个基 ( el (/ i ,/；), (济， 兩). 向 M i ? 关于这三个基的坐标分别为 （ A ， 
X 2), (2/1, y 2 ), (〜句)•按（2.33)，可设坐标变换公式为 


xi = auyi + oi 2 t /2 i 
X2 = 0212/1 + CL22V2- 


yi — ^ii^i + ^12^2? 
Vi = b 2\ Z \ + & 22^2* 


(3.25) 


从上述关系式，我们可以得出❹，以和 21 ，勿之间的关系式 


x\ = (aii&u + ai2 & 21)^1 + (an&i2 + ai2 〜 2):2, 
X 2 = (a2lbn -f 022^12)^1 + (021^12 + «22 ^22)^2- 


(3.26) 
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这是两次坐标变换的结果,当然相当于一次坐标变换.坐标变换由其系数所确定，因 
此可以用系数组成的矩阵来表示.根据 （3.26) 式，我们应该如下地定义两个矩阵的 
乘积： 


( 

\ 021 



&12 \ / ^ 11^11 + ^12621 

^>22 / V ^21^11 4 - 022^21 


+ ^12^22 
^21^12 + ^22^22 


因此接连作两次坐标变换的结果可以用矩阵的乘积来表示. 
利用矩阵，坐标变换公式 (3.25) 可以表为 



(3.27) 


:) - { 1 : b z ){ i \ _ 


因此，将 (3.27) 代入 (3.28) 式就得到基（石，石）到（/ I , A ) 的坐标变换公式: 



如果用 X ， Y ， Z ， 牵 S 分别表示下列矩阵: 



则以上公式及运算过程可以写成简洁的形式: 


(3.29) 


X = AY,Y = BZ, X = A(BZ) = (AB)Z. 

下面考虑第二个问题.设 a : R 3 — R 3 是一个线性变换， （ q ， e 2 , e 3 ) 是 R 3 的 
标准基，且已知 

^(ei) = (011,^21,031) = anei 4 - a > 2 \ e 2 -f 03163, 

7(62) = ((212,^22, a32) = «12^1 + 022^2 + 03263, (3.30) 

a ( e 3 ) = (ai 3 , ^ 23 ,033) — ai3ei + 02362 + a ^ e ^. 

对于 X = ( xi , x 2 , x 3 ) € R 3 , 如何计算 a ( aO 呢? 

利用 a 的线性性质，有 


ct{x) = cr(xiei -h x 2 e 2 + x 3 e 3 ) = xia(ei) + 工 2 咖 2) + xsa(es). 
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将 ( 3 . 30 ) 代入上式，得 

cr ( x ) = Xi(anei + 021^2 + ^ 31 ^ 3 ) + ^ 2 ( 012^1 + ^22^2 4- 032 ^ 3 ) 

+ a ：3( eiai 3 + < 123^2 + 033 ^ 3 ) 

= (anXi 4 - d\ 2 X 2 + ai 3 X 3 )ei + (a 2 iXi + 022^2 -f 023^3)^2 
-f (031X1 + a32$2 + 033^3)^3* 

利用 E 记号， ( 3 . 30 ) 式可写成如下形式： 

3 

a ( e j) = y^ Q tj e t> j = l ， 2 , 3 . ( 3 . 31 ) 


以上计算过程可写成如下更紧凑的形式： 

3 3 / 3 \ 3 3 

a ( x ) = ^^ x jf( e j) = ( x j ai J e *) = e ** ( 3 . 32 ) 

j=l j=l \ i=l / i=l J=1 

因此，只要知道叫， i，j = 1 ， 2 , 3 , 就可按上式计算 a 在任意向量上的值.令 

( an ai 2 ai 3\ 

a 2 i a 22 ^23 I - 

^31 ^32 ^33 / 

我们称为 a 关于基（句， e 2 , 幻 ) 的矩阵 . 

线性变换的矩阵能否反映线性变换的性质呢？我们来考虑 R 3 的两个线性变 
换 cr 和 7 *. 它们的矩阵分别为 



考虑线性变换 p = ar :R 3 R 3 . 按定义，有 p(ej) = a{r(ej )), 于是 


p(ci) =6n(anei 4 - + 勿的） + 621(^12^1 + ^22^2 + 032^3) 

+&31(江13己1 + ^23^2 + ^ 3363 ) 

= (au6ii + ai2&2i + <^13631)^1+ { a 2 ibn -f a22&2i + ^23^31 )^2 

+ + a 32 & 21 + a 33&3 i ) e 3， 

P(C2) = (aiii>i2 + 012622 + ai 3 & 32 )ei + (fl21&12 + ^22^22 + ^ 23 ^ 32)^2 

+ (®31&12 + G 32&22 + ^33^32)^3, 

P( e 3) = (OH&13 4 - “12 & 23 + 013633)61 + (021613 + ^22^23 + ^23^33)^2 

+ (^31^13 + ^32^23 + ^33 & 33)^3* 
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因此 P 关于基（^，巧，^)的矩阵为 

( anbn -\~a12b21~\-a13b31 an 612 -1-^12622-<-^13632 011^13+^12623+^13&33 

^21^11 H-a22^>21 +<123^31 ^21 ^ 12 + «22 ?>22 *f 0>23 ^>32 ^21 ?>13 + ^22^23 + ^23^33 

勿 1 1 + < 132 ^ 21 + 033^31 031^12 + ^32 ^>22 + 0 > 33^32 ^ 31^13 4 - 032^23 + « 33^>33 

这个矩阵称为 (7 的矩阵4和 T 的矩阵 B 的乘积乂及 
下面我们利用矩阵运算简化以上过程•令 

/xA 

X=\x 2 • 

\^3/ 

利用矩阵记号，可将 (3.31) 式及 (3.32) 式分别写成如下形式： 


( a ( ei )， cr ( e 2)，< r ( e 3)) = ( ei ， e 2, e 3) A ， （3.33) 

a ( x ) = cr (( ei ， e 2 ， e3 ) X ) = ( a ( ei ), cr ( e 2 ), ^(6 3 ))^ = ( ei , e 2 , e ^){ AX ). (3.34) 

此式表明，的坐标就是 ex 的矩阵 A 左乘 x 的 坐标. 即线性变换的坐标形 
式表现为矩阵左乘. 

一 般地，有限维线性空间之间的线性映射由它在基上的取值所确定.因此，可 
以用基向 M 的像的坐标向量组成的矩阵来描述线性映射. 

习题 3 


总设 F 是数域， V 是 F 线性空间 . 

3.1 节习题 

1. 证明：下列数集是数域： 

1) Q(n/=T) = {a 十 by/^l : a, 6 6 Q}; 

2) Q(^2) = {a + 6^ + c^4 : a, 6, c G Q}. 

2. 完成命题 3.3 的证明 • 

3. 检验以下集合对所定义的运算是否构成实线性空间， 

1) R 2 = {(«,6) : a， & e R} ， 定义 (a ， 6)® (c,d) = (a + c^ + d + ac )，k • (a ， b)= 
(Ara, kb -f \k{k — l)a 2 ); 

2) R + = {a € R : a > 0 }, 定义 a ㊉ 6 = a6 ，k • a = a k • 

4. 检验 R 2 的下列子集能否构成子空间 *. 

1) 直线 Z = y; 2) 单位圆； 3) 直线加 + y = 1; 4 ) 第一象限 . 

5. 检验 R 3 的下列子集能否构成子空间， 

1) {(xi,x 2 ,x 3 ) 6 R 3 : XI = 0}; 

2) {(xi,x 2 ,x 3 ) € R 3 : xi + X 2 = 0}; • 

3) {(xi ? x 2 ,X3) € R 3 : -f x 2 = 1 }； 
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4) {( xi , X 2, x 3 ) € R 3 : XI + X 2 ^ 0}. 

6. 证明：每一过原点的直线和平面都是 R 3 的子空间.描述 R 3 的所有子空间.并且 

1) 确定 R 3 中由（1，2，_1), (3,0,1) 张成的平面 tt 1; 

2) 确定 R 3 中平面 7 t 2 ： 3 x - y -f 2 z = 0的一组生 成元； 

3) 求一向量 a , 使平面 7 Ti 和 7 T 2 的交线€ = < a >. 

7. 设 { Wi , i € /} 是 V 的一族子空间.证明*它们的交 O ⑹ M 是 V 的子空间.举例说明， 
它们的并 U i € / V ^ i 不一定是 V 的子空间. 

8. 设 *5,1 是 V 的子集.证明： 

1) (5UL) = (5) + (L>; 

2) ( SnL ) C ( S ) n ( L ); 

3) 若 S Q 私则〈的£ < L >. 

3.2 节习题 

9. 判断 R 3 中下列向量组是否线性相关： 

1) (1,1,1), (0,1,0), (1,0,1); 2) (1,1,1), (M,0), (1,0,0); 

3) (1,0,0), (0,1,0), (1,1,1)； 4) (1,1,1), (0，1，0)， (0,0,1). 

10. 判断 R [ x ] 3 中下列向童组是否线性相关《 

1) 1 ， X ， a; 2 ; 

2) x — x 2 , x 2 — x ; 

3) 1 H - x , 1 - x , x 2 } 1; 

4) x 2 — 1, x + 1, x 2 — x , x 2 + x . 

11. 证明 * 在函数空间 R r 中，1, cos 2 纟， cos 2 i 线性 相关； 而1, sint , cost 线性无关. 

12. 证明， V 中向量 a , 6, c 线性无关，等价于 a + 6,6 + c,c + a 线性无关. 

13. 证明 • V 中非零向： ai , …， an 线性相关，当且仅当某个叫可以由 a ! ，…，线性 
表出 （2 彡 A : 彡 n ). 

14. 证明： F 2 中向量组 a =( ⑴， a 2 )， 6 =( 6162 ) 线性无关，当且仅当 a 1 6 2 - a 2 6i / 0. 

15. 设 ai , …， a s € V 线性无关.设 6 i =〜+ kia s 、 匕 € F，i = 1 ，…， s — 1，且 6 a = a a . 

证明 * 也线性无关. 

16. 设 m > n . 证明：如果中 向童组 （叫= ( aa ,.-., a im )) u ^ r 线性相关，那么 F n 中 
向量组（屯= ( ail , • • • , Oin )) l ^ t < r 也线性相关 • 

17. 当灸取何值时，向量组 （( fc , 1, 1), (1， A :， 1)， （1, 1, fc }) 是 R 3 的一个基？ 

18. 求 R 3 的下列子空间的一个基： 

1) ^1 = {( x , y } z ) : x - z = 0}; 

2) B = {(x,y,z) : : r + y + z = 0}; 

3) C = {{ x y y , z ) : rc 一 + •? = ◦}; 

4) D — {( x , y , z ) : x = 0, 2 / + 2 = 0}. 

19•求 R 3 的标准基向 fl ei , e 2 , e 3 在基 ((1，1，1), (1,0,1), (0,1,1)) 下的坐标. 

20. 复数域 C 作为实数域 R 上线性空间.证明：向童组（1，0和向董组（1，1 +1)都是 C 
的基,并求向量2 = 2 + 3 t 分别在这两个基下的坐标. 
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21. 证明：若 V 是无限维的，则 V 中存在线性无关的无限向景组. 

22. 证明， V 中有限向量组 S 的线性无关组可扩充为 S 的一个极大无关组. 

23. 设 [/和 W 都是 V /的有限维子空间，且 a n W = 0. 证明： 


diint/ + d\mW = dim(C7 + W). 


24 . 设 R 3 的子空间 t/ 为 {( x f y y z ) : y — z =： 0}. 试求 R 3 的一个子空间 W， 使得 
[/O 州 = 0,且 [/+ W = R 3 . 

25. 证明： R( a ’ b ) 中函数组 {l，x，a： 2 ，x 3 , …， ，，•••} 线性无关. 

26. 证明： ai, …， a„ e V线性无关，当且仅当 dim(oi,• • ♦ , a„) = n. 

27. 设 VV 为 F 线性空间 K 的子空间.证明：若 s = codimvW > 0,则存在余维数为1的 

子空间 s ), 使得 W = nU ^ w t . 

28•设 是 V 的子空间，且 dim(V^ 十 V 2 ) = dim(Vi O V 2 ) + 1. 证明： Vi -^ V 2 = V u 

或者 Vi + V 2 = K 2 . 

29 . 设 F n 的非岑子空间 W 中任意非零向 fi 的分 tt 都不为 0. 证明： dimlV = 1. 

30. 分别求 R 3 的子空间与 ( 6,, 62, 63) 的和与交的-•个基，并指出其维数 * 

ai = (l，2，l)，a 2 = (1, 1, -1), a3 = (1,3,3); 

6i = (2,3, -1), 62 = (1,2,2), 63 = (1,1, -3). 


3.3 节习题 

31. 证明：下列映射是线性映射 * 

\)D: D(f(x)) = f\x)； 

2) J: C[a,6]-^C[a,6], J(/(x)) = /； /(t)dt; 

3) 5: C[a,6]^R, S(f(x)) = / a b f(t)dL 

32. 判定下列函数 (7 : F 2 ~^F 是否为线性 函数： 

1) f(xux 2 ) =x\- X 2 ； 

2) f(x\,x 2 ) =Xl — X2 - 

33. F 3 到自身的下列线性映射可逆吗，若可逆，求其逆： 

1) <j(z， y,z) = {x y z y x - 2y -\-2z,x - y - z); 

2) r(x, y,z) - ( x^-y + z,x -2 y 2 z , x ). 

34. 考虑变换 a:C-C, 2-2. a 作为复线性空间的变换是线性的吗？ a 作为实线性空 
间的变换是线性的吗？证明所得结论. 

35. 设 a : R — R 是线性映射.证明：存在数 a € R 使得对所有的 x € R 都有 cr(x) = ax; 
若 < t (3) = -4, 计算 <7( - 7). 

36. 设 a : R 2 — R 是线性映射.证明：存在数 a, 6 E R , 使得对所有的 (x,y) e R 2 都有 
cr(x,t/) = aa: + 6y; 若 a (\, 1) = 3, <r(l，0) = 4,计算 a (2, 1). 

37 . 设 tr : K — V 是线性映射， 5 是 V 中一个向 fi 组.证明： a«5» = ( a ( S )). 

38. 设V是 R n 的子空间. 证明： 存在线性映射 a : K n ^ R n , 使得其核为 V. 
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39•设 a : R 3 — R 3 是线性变换， （ ei , e 2 , e 3 ) 是 R 3 的标准基，巳知 

tr(ei) = (1,2, 一2)， <j(e2) = (0,1， 一 2)， cr(e3) = (- 3,1， 1). 

试求 <7(1, 2,0)、 Im<r、Kercr、 及 cr -1 (2,3,1). 

40. 设 S 是一个集合， TCS . 任给函数/ : T F, 定义一个新的函数 E ( f ) 如下： 

[ /⑷，如果 s e r ， 

E ( f )( s ) = { 

I 0， 如果 s 爹 r. 

证明■仏/ H E ( f ) 是由 F T 到是一个映射，且是线性映射，并求 lmE y KerE . 

41. 设 S 是一个集合， T C S. 任给函数 f •• S — F 、 定义 R(f) 为 f 在 T 上的限制 
/It ： T F, /|tW = f(s). 证明 • 映射只：户 — ，，/㈠ R(f) = f\ T 是一个线性映射•并 
求 Imil ， KerR' 

42. 证明，映射 — P n , 戊⑷， 勿，…，知 ）= (0, 勿，勿，…， On-!) 是线性映射，且满 
足 ^7" = 0. 计算 cr fc 的核与像的维数. 

43. 设 ex : F- — P 是线性映射，（ 61 ，…， e n ) 是 F n 的标准基，且 

cr(ei) = 0 t <t(c 2 ) = ei, a(ez) = 2 勿， … ， <r(e n ) = (n — l)e n -i, 

证明 * cr n = 0, 并求 Inur, Ker<r. 

44. 设 <t, t, p € EndK, 定义 [<r, r) = <tt - t < t . 证明 ■ [[<t, t 】 ,p 】+ [[t, p]，cr] + [[p，<r],r] = 0. 

45 . 设 tr € EndF. 证明 《 

1) Ima C Kercr, 当且仅当 <7 2 = 0; 

2) Ker(tr) C Ker(<7 2 ) C Ker(a 3 ) …； 

3) Im(a-) D Im(cr 2 ) D Im((T 3 ) 2 • • • • 

46. 设 <7, t € EndV, 且 or 2 = <j ， t 2 = t. 证明 《 

1) (<7 + r) 2 = cr + t , 当且仅当 (7T = 0; 

2) 若 err = T<r ， 则 （a + t — <tt) 2 = a 4- r — err ; 

3) Im<7 = Imr， 当且仅当 ar = t , ra = a \ 

4) Kercr = Kerr, 当且仅当 <rr = a , ra = r. 

47 •设 / 为 V 上的非零线性函数.证明：存在V的一个基 (c lt ...,e n ), 使得对V中任意 
向贵 v = Eiu 怎办都有 /( v ) = X \. 

48. 求 R 3 的基 ((1,0,2), (1,2,1), (0,2,1)) 的对偶基. 

49. 设 W ，…， V, 都是 K 的真子空间.证明 • UUVi / V. 

50. 设 ai ，…， a a 是V中 s 个非零向童， A ，…，/，是V上 s 个非零线性函数.证明* 

1) 存在向量 ae V,使得 /〆(!）/ 0, i = 1, • • • ， s; 

2) 存在 F 上的线性函数/,使得 f ( ai ) ^0, i = 

51. 设 cr : V — VV 是线性映射.证明：存在唯一的线性映射 aW — V'使得 
，⑺⑷ =/(。⑷)对任意 a € V t f € W 0 成立. 
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3.4 节习题 

52. 设 U ， W 是 V 的子空间. 证明： 下面的映射是同构映射： 

[； + W/W U/U r\w, U^rw + W u-^U nw. 

53. 设 a : V — IV 是线性映射.定义 Coima = V / Kera , Cokem = W / hna . 并令 
indtr = dimCoker — dimKera . 证明 * 当 dimV = dimW 时 ， indcr = 0. 

54. 设 14, 是 V 的一组子 空间. 证明：它们的和％+••• + &是直和的充要条 

件是: ViO(Ki -f ••• + K - i ) = 0, i = 2,..., s . 

55. 证明，每个 n 维线性空间都可以表示成 n 个1维子空间的直和. 

56•设 W = {(X ， y ， z ) : x -h y — 2 z = 0} C R 3 . ^ W \ R 3 = 0 W \ 

57 . 设^是 n 维线性空间 K 到自身的一个线性映射， K 是+空间 h 与 V 2 的直和. 证明 ： cr 
可逆的充要条件是 

58. 设 K 是+空间 U 的直和.证明：映射卩 — V / W , u ^ u -^ W 是同构映射. 

59. 设 d\mV = n ， 为 V 的子空间 ， a € EndV . 证明： 


dimo(U) + dim(Kercr C\U) = d\n\U. 

60 .设 dimK =： n, cr, r 6 EndV. 证明 ： rank (err ) 彡 rank a + rankr — dimK 
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本章从线性空间与线性映射的观点，围绕线性方程组这一线性代数的经典课题 
介绍矩阵的基本性质及线性方程组与行列式的基本理论. 

4.1 矩阵的基本运算 


矩阵及相关的行列式理论是以解线性方程组为背景发展起来的，但其影响和应 
用已远远超岀这个范围，已成为数学各领域及其他科学的基本工具.本节我们单独 
讨论一般数域上矩阵的基本运算性质. 

4.1.1 线性运算 

设 F 是一个数域, m ， n 为正整数.引入如下记号 

m x n := s{(i,j) : i = 1 ， … ， m ， j. = 1 ， … ， n}. 

定义 4.1 由集合 m x n 到 F 的一个函数称为 F 上一个 m x n 矩阵. 

通常用…表示矩阵.矩阵 A 在 (ij) 的值记为 A(i ， j). 

数域 F 上全体 m x n 矩阵构成的集合 F mxn = {A:mxn-^F} 按函数的加 
法和数9函数的数最乘法作成一个 F 线性空间.这两种运算分别称为矩阵的加法 
与矩阵的数乘，即， 若 A，Be F mxn , A : € F ， 则 

(kA)(i,j) = kA(iJ). 


和 n 维向 M —样，矩阵也是有限集合上的函数.因此，列出一个矩阵的所有值 
来表示这个矩阵有时更加方便. 设/是 F 上一个 mxn 矩阵，我们将矩阵4在 
( ij ) 的值 A ( i , j ) id 为 a i ： h 称为 A 的 ( ij ) 元或元素，并且将这 mn 个数排成 m 行， 
n 列的表，左右两边再加上括号，即 



/ Oil 

fll2 • • • 

®ln \ 

«21 

• 

镰 

(122 

• • 

• • 

®2n 

• 

參 

• 

• • 

«m2 … 

參 

^mn ^ 



(4.2) 


简记为 4 =(叫) mxn, 或 A =(叫)•元％的第一个下标 i 和第二个下标分别表 
示它位于表中第 i 行和第 j 列.指标 i 和:/ 分别称为它的行指标与列指标.简言之， 
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数域 F 上一个 mxn 矩阵是一个由 F 中的 mn 个数构成的 m 行 n 列的表.以下 
总假定所讨论的矩阵都是某个数域 F 上的矩阵. 

两个矩阵 X 与况只有当它们行数相同，列数相同，即定义域相同，并且对应 


位置上的元素都相等时，才是相等的，记为 A = B . 使用上述记号，若 4 = 
B = ( bij ) 都是 m x n 矩阵，则 >1 与 B 的和是 m x n 矩阵 

(叫）与 


A B — { o>ij 

(4.3) 

数 fceF 和 mxn 矩阵 A 的数乘是 m x n 矩阵 



kA = ( kaij ); 

(4.4) 

矩阵 A 的负矩阵为 

-A = (一 1) 欠； 

(4.5) 

矩阵 4 减矩阵 B 为 

A-B = A - h (- B ). 

(4.6) 


所有元都为零的矩阵称为零矩阵，记为 O mxn ， 简记为 0. 

矩阵的加法与数乘、向量的加法和数乘都是函数的加法与数乘函数的特殊情 
形.简单地说，加法就是将对应元素相加，数乘就是用数乘每个元素.作为线性空间， 
F mxn 与 F mn 同构令^表示 {i j ) 元为其余元为零的 m X n 矩阵，称为矩阵 

单位. 任意 m x 71矩阵4可由 { Eijhj 线性表出： 

m n 

■A = a ijEij- (4.7) 

t=i j=i 

例如， 

a : k :)o 

由矩阵相等的定义,这种表法是唯一的.因此， 

{Eij, i = 1 ， … ， m, j = 1 ， … ， n} 

是 F mxn 的一 个基. 这个基含 mn 个元素，所以 dimF mxn = mn . 

定义 4.2 设 A 是 F 上一个 mxn 矩阵.定义4的转置矩阵为一个 nxm 
矩阵，其 ( ij ) 元为4的(丄 i ) 元，即 A T ( iJ ) = 

例如，设:)，贝 “、 G :). 

显然，对任意 A , Be F mxn RkeF , 


(A t ) t = A. 


(4.8) 
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{A-^ B) t = + B t , (kA) r = kA T . (4.9) 

上式表明 ，（.) T : 严 4 h 是线性 映射. 

定义 4.3 称矩阵 4 是对称矩阵，如果，= 称 A 是斜对称矩阵，如果 
A T = -A. 

显然，（斜）对称矩阵的行数与列数必相等.一个 n x n 矩阵 A 也叫做一个 n 阶 
方阵，元叫，称为>1的主对角元，4的主对角元之和 x ； r=i a » 称为 - 4 的迹， 
记为 trA . 显然， tr : F nxn F , A ^ trA 是一个线性 函数. 如果 i / j / 时，叫= 0, 
则称方阵 j 为对角方阵，简记为 diag ( an ， …， a nn ). 如果 i > J •时,叫= 0,则称方 
阵火= { aij ) 为上三角的；如果 j i 时，= 0,则称方阵>1 = ( dj ) 为下三角的; 
—个上（下）三角方阵称为严格上（下）三角的，如果它的所有对角元叫# 0. 所有 
对角元都相等的对角方阵称为数 M 矩阵. 

数域 F 上所有 n 阶对称矩阵构成的一个子空间，记为 Vi . 所有 n 阶斜 
对称矩阵构成 F nxn 的一个子空间，记为则 F nxn = R ㊉ V 2 . 事实上，每个矩阵 
可表为一个对称矩阵和一个斜对称矩阵的和： 

另一方面，同时是对称和斜对称的矩阵是零矩阵. 

设 A 是一个 m x n 矩阵.固定得到一个1 x n 矩阵（叫，…， a in ), 或 n 维行 
向量，称为 A 的第 i 行，记为 D ; 固定 j , 得到一个 m x 1矩阵 ( a lj ? ..., a ni ) T , 
或 m 维列向最，称为4的第 j 列，记为处， j ). 即 

= (a “ ，…， a iTl )， A(-J) = (tt”，• •., a~) T . 

M 然，两矩阵相等， 3 且仅当它们各行（列）对应 相等; 两矩阵相加，即对应各行（列) 
相加; 数乘矩阵，即数乘矩阵的每一行(列) • 我们称向世组（乂(1，•)，•••，雄， .)) 为矩 
阵 A 的行向贵组.类似地，称向量组(朴，1)，…， A (、 n )) 为矩阵4的列向量组. 

4.1.2 矩阵乘法 

就加法和数乘来说，矩阵和向 M 没有 区别， 矩阵的特殊性体现在乘法上 • 

定义 4.4 设乂 € F mxn 和 B € F nx '若 ( ij ) emxp , 定义 

n 

(^ B )( z , j )-^ A ( z t A :) Zi ( A :, j ), (4.10) 

fe=i 

则 ZB e F rnx P . 我们称为 A 与 B 的乘积. 

也就是说，一个 m x n 矩阵/! = ( aij ) 和一个 n x p 矩阵 B = ( bij ) 的乘积是一 
个 m x p 矩阵 (7 = (⑷) ， 其中巧由下式确定. 


C{j = ~h * * * "I - Otn^ln* 


(4.11) 


4.1 矩阵的基本运算 


• 117 • 


特别，1 x n 矩阵与 n x 1矩阵的乘积为1 x 1矩阵，即 F 中的数.因此, 

即， A 乘 B 就是乂的每一行乘 B 的每一列， 



\ ^ml • • • ^mn / \ ^ml • • ^rnj • • • Cmp 

若乂，5， C 分别为 F 上 mxn ， nxp , px q 矩阵，则 

( AB)C = A ( BC ), (4.12) 

BP , 矩阵乘法适合结合律.事实上， (4.12) 式两端都是 m x (/矩阵，要证等式成立，只 
要证两端矩阵的任意 ( ij ) 元对应相等.由乘法定义，有 


(( AB ) C )( iJ ) = J 2( AB )( i , l ) C ( lJ ) 

1=1 
P 


[(乙心) 


k 


P 




k 


■ 

a：=i 


k 




k=l l 


由于双重求和号可以交换次序，所以上面两式相等. 

n 阶对角方阵 A = diag ( ai ,--*, a „) 左乘 nxp 矩阵 B 有如下简单规律 


/ai 

a 2 

雜 

癱 



fb u 

hi 

• 

^12 

^22 

# 

* * * b ^\ 

… «2p 

• • 


0 . 2^21 

• 

CI1612 

^2^22 

• 

… tti6i p N 

… Ci 2 ^ 2 p 

• • 

w 

# 

V 

(l n / 


• 

• 

Uni 

# 

• 

b n 2 

• ♦ 

嘗 ♦ 

••• b np J 


■ 

參 

\a n b n i 

■ 

# 

®n^n2 

• ♦ 

* » 

• a n bnp J 




即 
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(AB)(i，.） = •), i* = 1， • • • ， n. 

类似地，若4是 m x n 矩阵 ， B = diag (6 1 , • • • ， fe n ) 是 n 阶对角矩阵，则有 

= bjA ^ J ), j = l ，."， n . 

定义 4.5 n 阶对角矩阵 diag ( l , • • • ， 1) 称为 n 阶单位矩阵,记为 J n . 

以上计算表明，对于任意 m x n 矩阵咸我们有 

AI n = A , ImA = A . (4.13) 

容易证明， ^ A t Ai 6 F mxn 9 B , E A e 尺则 

AiB - hB ^^ AB-hABu 

(4 + A^B = AB + A x B y (4.14) 

A ( kB ) = ( kA)B = k ( AB ). 

因此，矩阵 4 定义了一个线性映射 F n 外— B ^ AB f 称为用 A 左乘.特别 
地， A 定义了一个到的线性映射.类似地，用 B 右乘是到 F ^ p 的一 
个线性映射.式 （4.14) 也表明，矩阵乘法由矩阵单位之间的乘法所确定. 设 E i：h E m 
分别为 mxn , nxp 矩阵单位，按定义有 

EijEki = Sj k Eu . (4.15) 

反之，由(4.7)， （4.14) 及 (4.15) 式,计算仙得 (4.10) 式，即 

AB = ^ aijEij ^2 a tj b kiEijEu = I ^ (^ikhi j E k i . 

ij ijjk.l i % l \ k / 

考虑数域 F 上全体 nxn 矩阵组成的集合也记为 M n ( F ). 首先，它关 
于矩阵的加法和数乘是一个线性 空间; 其次，任意两个 n 阶方阵的乘积还是 n 阶方 
阵.式 （4.12) 〜 (4.14) 表明，乘法满足结合律且有单位元，乘法对加法满足分配律，乘 
法和数乘的结合律.但它有和数域不同的特点： 

1) M n ( F ) 是非交换的，即乘法不满足交换律.例如， 

f 1 °)f° K 0 M (° MT 1 °) = (° °V 

Vo oj Vo o / Vo oj ' Vo oy Vo oy \o oy , 

2) M n { F ) 有非零零因子.即由义 B = 0 不能推出4 = 0或 B = 0. 例如， 
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3) M n ( F ) 中并非每个非零元都可逆.如下面两矩阵不是可逆元 

定义 4.6 M n ( F ) 中的可逆元称为可逆矩阵， BP , 设 A G M n ( F ), 如果存在 
Be M n ( F ), 使=丑乂 = /，则称火为可逆矩阵， B 为 A 的逆. 

若 A 可逆，则4的逆唯一，记为^ 1 .事实上， 假设氏 ，执都是4的逆，则 
ABi = BiA = I = AB2 = - B2A , 于是，= IB \ = { B 2 A ) B \ = B 2{ AB \) = B2I = 

B 2 . 按定义，此时也可逆， A 为 r 1 的逆，即 

(义- 1 )- 1 = A . (4.16) 

若 A B 可逆，则 { AB )( B - l A - 1 ) = A ( BB - l ) A~ l =九4- 1 =乃类似地，有 （ B - M - 1 ) 
( AB ) = /. 因此， 若 A , B 可逆，则可逆，且 

( 圳 - 1 = B~ l A- 1 . 

数域 F 上全体 n 阶可逆矩阵的集合记为 GL ( n ， F ) 或 GL n ( F ). 显然 GL ( n , F ) 非空. 
命题 4.1 若 A , B e GL ( n ， F ), 则 A ~ l , AB e GL ( n , F ). 

一般地，若 n 阶方阵 A ， …， An 可逆,则乘积4… Am 也可逆，且 

(^ 1^2 ••- A m r l A ^ l A ^\ (4.17) 

例 4.1 设 A € F mxn , B € F nx P . 证明： ( AB) r = B t A t . 

证 根据矩阵乘法的定义，的 （ i , j ) 元就是 J 5 T 的第 i 行与的第 j 
列的乘积.由转置的定义，这又等于乂的第 j 行与 S 的第 i 列的乘积，即的 
( j ， i ) 元. ( AB) T = B r A T , 

例 4 .2 设 A e M n ( F ) 可逆. 证 明：义 T 也可逆，且一 1 = (^ 1 ) T . 

证若火可逆，则 AA ^ 1 = A~ l A = /,于是 （^ U—yT = ( A - U ) 1 " = /丁•显 

然 / T = 应用上例，得 ( A~ l ) T ^ T = A T ( A^ l ) T = 1. 此式表明,矩阵可逆，且 

( A T r 1 =(义- 1 )' 

命题 4.2 设 A G F mxn , B e F nX P •则 

1) (AB)(i, •) = A(i, *)B = auB(l y •) + a ^ B (2, •）+ •••+ Oi n B(n } •); 

2) ( AB )(- y j ) — AB (.， j )= bijA(- y 1) + b 2 jA (- y 2) + ••• -f b n jA (-, n ). 

证 1) 由乘法定义, A ( i r ) B 是 1 x p 矩阵，其 (1 J ) 元等于 ELi ^ kj , 于是 
^( t , -)B H ( AB )( i r ) 相等.进一步， 

n n 

( AB )( i , .)=(5^ o ， ikh \ y - • • ’ E aifcbfc p ) 

fc=l fc=l 

n n 

= > : a ik (^kl ， • • • ’ 6/ cp ) = > : ')* 

fc=l k=l 
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同样地，由定义得 2). □ 

命题 4.2 表明，用矩阵4左乘矩阵所得矩阵的第 i 行是 B 的行向量组 
的一个线性组合，此线性组合的系数正是 A 的第 i 行; 反过来，若用矩阵 B 的行向 
量组的线性组合作为行向量,得到另一矩阵 C ， 则 C 可用某个矩阵乂左乘 S 得到， 
A 的行向董就是所作的相应的线性组合的系数.也就是说,对矩阵的行向量组作线 
性组合的过程可以用矩阵乘法来描述.列也类似. 

例 4.3 设4是 F 上 mxn 矩阵， （ ei , • • •， e n ) 为 n 维列空间的标准基.若 
X ^( x u -^ x n ) T K =( y 1? ..., y m )€ F lx - 则 

Ae.j = j = l ， ." ， n, 

AX = xiA(- y 1) + … + x n i4(-,n), - 

yA = y \ A (\, •) + ••• + y m A ( m ,-)* 


命 H4.3 设 A e M n (F). 则 4 是可逆矩阵，等价于下列条件之一： 

1) 存在矩阵使得= J n; 

2) A 的行向量组线性 无关； 

3) 存在矩阵故使得= J n; 

4) A 的列向量组线性 无关. 

证根据可逆矩阵的定义，只需证四条件等价. 

1) => 2) 若有 x = e F n , 使得 Xi 4( i ，•）= = 0,则 x = 

xl n = x ( AB ) = ( xA)B = OB = 0 .因此 d 的行向量组线性无关 • 

2) =^3) 如果 4 的行向董组线性无关，则它是的一个基，于是它能线性表 
出的标准基，即存在矩阵 B ， 使得 BA = J n . 

3) 4 4) 若有久= ( x 1 ,..., x n ) T G 使 E ^ XiAi - J ) = = 0,则 

X = I n X = ( BA)X - D { AX ) = = 0•因此4的列向 M 组线性无关. 

4) 1) 如果 Z 的列向量组线性无关，则它是的一个基，于是它能线性表 

出 F n 的标准基，即存在矩阵 B ， 使= / n . □ 

4.1.3 分块方法 


把一个矩阵4的行分成若干组，列也分成若干组，从而>1被分成若干小块，将 
A 看作是这些小块组成的矩阵，这称为矩阵的分块.根据给定矩阵的特点作适当的 
分块，可以将矩阵表为简洁的形式，而且可以简化矩阵运算，特别是乘法运算.下面 
我们来介绍矩阵的分块乘法. 

设4和5分别为 m xn.nxp 矩阵.设 r 为小于 n 的正整数，将/按列分成 
两块，将 S 按行分成两块如下： 


A = { A X \ A 2 ), 
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其中山含前 r 列，历含前 r 行，则= A ^ B , + A 2 B 2 . 例如: 



也可将矩阵分成多块来计算.最常用的是分成四块.此时，分块乘法规则和 2 x 2 
矩阵一样.设 m + n 2 = n ， 将木忍分块如下： 



这里的列数与的行数都是 m ， 乘法规则为 


^11 山2 


^21 ^22 



^11 丑 12 


^21 ^22 



乂 11 万 11 + -^ 12^21 Ai \ B \2 4 - A12B22 


•^ 21-^11 + ^ 22^21 *^ 21 丑 12 + ^ 22^22 


一 般地，只要矩阵4的列的分法和矩阵 S 的行的分法一致，4和5分块以后 
相乘，可按矩阵乘法的普通方式进行.所谓 X 的列的分法和 B 的行的分法一致是 
指， A 的列和 S 的行都分成同样多组，而且乂的每个列组所含列数等 f B 的相应 
行组所含行数. 

例如，将4的行按顺序任意分成 S 组，第 i 组含叫行.将4的列分成 r 组，第:/ 

组含 〜 列.因此义= (々)似， 其中义 ij € F m ‘ x % 且 = m ， n i = n - 

为了使 4 的列的分法和 S 的行的分法一致，也将 S 的行分成 r 组，第 A : 组含 
行； S 的列可任意分成 f 组，第 )• 组含 巧列. 因此 B = ( B tj ) rxtl 其中 〜 e 
且 5 Ii=l p * = P' 

我们可按下面的公式来求4和 B 的乘积 C = ( CijU ： 


m 

= ^ ik^kj • 



( 4 . 18 ) 
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事实上，按矩阵乘法的定义，的 (io Jo ) 元是 A 的第 k 行与 B 的第 jo 列的 
乘积. 设4的第 io 行位于4的第 i 个行组中的第 i ' 行, B 的第如列位于第 j 个列 
组中的第/列.则 


/ 〜(.，/)、 

•)，…，知 ( iV )) ; 

V B rj ( ； f)) 

= A iX (i\ •)〜(.，/) + …+ A ir (i\ -)B rj (-J f ) 
=+ … + (A ir B rj )(i\f) 

= Cij(i\ j r ) — C(io,jo). 


注在分块乘法公式（ 4 .18)中，乘积 A ik D kj 中两矩阵的顺序不能颠倒，因为这 
是两个矩阵相乘.这是和普通矩阵乘法不同的地方. 

设力为 n x n 矩阵，次 （1 彡 i 彡 s ) 为叫 x 叫矩阵， Y：Ui ^ =打，且 

A = 



其余未写出元素为零.称矩阵 >4为准对角矩阵，简记为4 = diagO ^，...， A ，). 

容易证明：如果4 = diag (山，…，^), B = dia g ( B 】，...， 艮）是同阶准对角矩 
阵，且分块方式相同，那么 

1) kA-h B = diag (/ c^i -f Bi , • • • , kA 8 - f - B s ), k e F ; 

2) AB = A \ s %{ A x Bi y - , A 8 B 8 )\ 

3) yl T = diag (^7,...,^ T )； 

4) 若次都可逆，则力可逆，且 4 一 1 = diag (< \…， AJ 1 ). 

例 4 . 4 设4 B 分别为 m 阶和 n 阶可逆方阵 ， (g ^)，其中 C 为任 
意 n x m 矩阵 • 证明 D 可逆，并求 D 的逆. 
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证由命题4.3,牵 S 的行向量组都是线性无关组，要证 D 的行向量组也线 
性无关.简单起见,将一个矩阵 y 的第 < 行记为 2 A . 设有 lj € F , 使 

〉:> : = 0> 

• • 

* J 

即 Ei 匕(叫 1 0 ) + EjG ( q •丨 ~) = ( Ei 屯叫 + Sj W 1 = 0 •于是 

kiai 4 - ijCt = 0, ^ Ijbj = 0. 

秦 _ # 

t 3 3 


由于 s 的行向量组线性无关,于是由上面第二式得所有 G = o , 代入上面第一式得 
k iai = o , 又 a 的行向量组线性无关，所以每个& = 0•因此 d 的行向量组线 
性无关，即 D 可逆.将 IT 1 按 Z 7 同样方式分块，于是 


DD~ l = 







由此得 AX x = / m , AX 2 = 0, CXx + BX 3 = 0, CX 2 -h BX 4 = I n . 由这些等式解得 
X t = A ~\ X 2 = 0, X 3 = X 4 = 忍一 1 •故 


D 一 



(-二 



4.1.4 向量的坐标变换 

设 V 是数域 F 上一个 n 维线性空间.在 F 中取定一个基 （ Cl ，• • •，〜 ） 之后，任 
意向量 x €^ 都可以由这个基唯一地线性表出： 


T = * * * mm \~ OCfi^fi • 


(4.19) 


向擞（々，•••，；）叫做 X 关于基 （Q ，…， e „) 的 坐标. 如果 （/ l ， …， /n) 是 V 的另一 
个基, X 关于这个基的坐标为«，•••，<)，那么这两个坐标有何关系？ 

首先，为了利用矩阵运算规则，我们将坐标向最写成列向量形式，将向 tt 的线性 
组合表为矩阵形式.例如，将 (4.19) 写成如下形式： 


x = (ei ， … ， e„) 



(4.20) 


如果 m 个向董 • •. , 关于 q ，• • • ，“的坐标列向量分别为 • • • , 那么可 
以将向量组 （ M ，…， a m ) 表为如下形式： 


(a!,-*-,a m ) = (ei,*-,e n )A, 


(4.21) 
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其中 A = ( 山 ，…, An ) 是 n x m 矩阵. 易证，对于 AI € F nXm , B 6 F mxp , 

( e u - •. ， e n )i4 + (ei, • • • ， = (ei，• • • ， e n )(^4 + A f )\ 

((ei，* • • ， e n )A)B = (ei,---, e n ){AB). 

注在列空间中，若向量 Y = ( yi ,-.., y n ) T 关于基 ( ei ,--, e n ) 的坐标为 
X = ( a ： i ，.. •，: r n ) T , 即 F = x \ e \ + • • • + x n e n . 按上面的记法， 


y = h ，…， e n ) X . 


以向量组 ( e 1? -.., e n ) 作为列向董组构成一矩阵，记为私则= BX , 和矩阵乘法 
一致.特别，: K 关于标准基的坐标就是 K 应当指出，在行空间中,如果希望与矩 
阵乘法一致,那么上述记法应改为：坐标写成行向量形式，位于左边，基向董排成列 
向量形式位于右边. 

定义 4.7 设 （ Q ，…，〜）与 （ A , …， / n ) 是 F 线性空间 K 的两个基.如果厶 
关于基 （ ei ，".， e n ) 的坐标向 M 为 （ cw ^ Cnj)，j = 1，…， n ， 即 


(/ l ， …， / n ) = ( Cl ，."’0 


/Cll 

C 21 



C\2 … C\ n 

C22 … C2n 


Cn 2 


Cnn 



(4.22) 


那么就称矩阵 C =( ⑷）为由基 （ ei ，• • • , e n ) 到基（凡 …， / n ) 的过渡矩阵. 
考虑同一个向 M 在两个基下的坐标之间的关系.对任意 x e F ， 设 


x — x \ e \ + …+ x n e n = x [ f \ + …+ x ^/ n , 

令 X = (〜，•••，〜)' X '= (¥，•••， rr ； J T •那么 x = ( ei ，”.， e n ) X ， 而且 

z = (A ， … ， fn)X f = (( 幻 ， …, e n )C)X f = ( 61 ， … ， e n )(CX f ). 

由坐标的唯一性，得 

X = CX \ (4.23) 

这就是基改变时向量的坐标变换公式.公式 （4.23) 是 E 2 , E 3 中向量的坐标变换公 
式的推广，参见公式 （2.33), (2.47). 

命题 4.4 取定 n 维 F 线性空间 K 的一个基0 =(以， • • • ，〜).则 V 的所有的 
基都可以表示成 /3 C 7 的形式，其中 C e GL ( n , F ). 

证如果7 = (/ i ， •…， / n ) 也是 F 的一个基,令 C 是由到7的过渡矩阵，且 
D 是由7到/?的过渡矩阵，那么卢= 7汐= ( 0 C)D = 0 ( CD ). 此式表明， CD 的第 
j n ) 列就是勺关于基/?的坐标.由坐标唯一性得 CD = 所以 C 可逆. 

反之，若 C 可逆，令飞= /3 C ， 则 0 = 7C - 1 . 此式表明，/?可以由 7 线性表出.因此 7 
张成 V . 又 7 与/?所含向董个数相同，所以 7 也是 V 的一个基. 口 
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例 4.5 证明： R 2 中向量组 /i = ( cos 0, sin 0), /2 = (- sin 0, cos 0) 是一个基，并 
求向董 z = { x u x 2 ) 关于此基的坐标 r = 0 ri ，4)' 

解设 R 2 的标准基为 （ Q ， e 2 ) .由已知得（凡/ 2 ) = e 2 ) C , 其中 

C / cos 0 ~ sin ^ \ 

V sin ^ cos 0 ) 


易知 C 可逆，所以（ 61 ， e 2 ) 也是 R 2 的一个基，且由（^， e 2 ) 到（凡/ 2 )的过渡矩阵 
就是 C . 由坐标变换公式，得 X = CX \ 因此= C - 1 X， BP 


x， i 

A 



sin 0\ ( x \ 



sin 0 cos 0/ \ X2 

例 4.6 设 \ = (1,1,...,1), b 2 = (0，1,...,1), •••，6 n = (0，...，0，1). 证明 
(6 i ，• • •， M 是的一个基,并求向童 : r € F " 关于此基的坐标 • 

证将 h 用标准基 ( e !,..., e n ) 线性表出，得（\, • • • ， 6„) = ( ei , • •. , e n ) C , 


P 






&然 C 可逆.所以/?是的一个基，且由标准基到/?的过渡矩阵是 C . 又 x 关于 
标准基的坐标为 X = ( x !,... ? x n ) T , 因此 a : 关于/?的坐标为 


X ' = C~ l X — (xi, X2 - XI, •••, X n - X n _i) T . 

例 4.7 设 ai = (1，1，1,1), (1 2 = (1，1，一1,-1)， a 3 = (1，一 1,1，一1)， a 4 = 
(1，-1，-1，1);卜=(1，1，0，1)，6 2 = (2，1，3，1)，6 3 = (1,1,0,1), 6 4 = (0,1,-1,-1). 
证明 ： A = ( a 1 , a 2 , a 3 j a 4 ) 和灸= ( b u b 2, b 3 ， b 4 ) 都是 F 4 的基并求由 a 到0的过 
渡矩阵 C . 

证用 F 4 的标准基 e 线性表出叫，~，得《 = eG， /3 = eC 2 , 其中 



容易证明， Q 和 C 2 都是可逆矩阵.因此 a 和都是 F 4 的基设/? = aC . 那么 
eC 2 = ( eC,)C = e ( C , C ), 所以 C 2 = CjC . 因此 





7 2-1、 
-12 3 

3 0-1 
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例 4.8 设 （ Q ) 及 （<) 是 n 维线性空间 K 的两个基，它们的对偶基分别为 
(/ i ) 及 （//)• 如果（^)到 （ e 【） 的过渡矩阵为乂，（入）到（/0的过渡矩阵为私那么 
B = 这里（々）是 ( x !,..., x n ) 的简写 • 

证因 （ e i ，...，0 = ( ei ,---, e n ) i 4, (/{，•••，/:) = (/ i ， …， / n ) B ， 故 

n / n \ n 

各 ij = JiWj ) = Ylf bki ^ k ( S ai ^ ei ) = 〜陶， 

k=l \ i=l / k=l 

因此 = / ，即 d = ( a t )- 1 . 

注上面例子涉及求矩阵的逆.这里的矩阵比较特殊.下一节介绍一般方法. 


4.2 矩阵与线性方程组 


4.2.1 Gauss 消去法 

设 F 是一个数域 . F 上具有 n 个变最（未定元,未知竜:)％：^ ，…，〜 的 m 个 
线性方程构成的 n 元线性方程组的一般形式为 



ClllXi -f 012^2 + …+ ai n X n = 6i, 
021^1 + 0,22^2 + …+ CL2n^n == ^ 2 ? 

ami 工 1 + ^m2^2 + . • • + ®mn^n = 


(4.24) 


其中 ay 称为系数, 6, 称为常数项 = j = l , **, n ). 系数叫,的 

第1个下标表示它在第 i 个方程，第2个下标表示它是巧的系数.常数项都为零的 
线性方程组称为齐次线性方程组.每个线性方程组都联系一个齐次线性方稈组，称 
为原方程组的导出组.方程组 （4.24) 的导出组是 



aiiXi + a\2^2 H - h a\n^n = 0, 

a 21^1 + ^22^2 + ••• + a 2 n X n = 0, 


am 】 3^1 + ^m2^2 + • • . + ^mn*^n = 0- 


(4.25) 


矩阵 
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分别称为线性方程组 (4.24) 的系数矩阵和增广矩阵. 

如果 未知景 xi , x 2 ,..., x n 分别用数 c l ) c 2 r -, c n eF 代入后，方程组中每个方 
程都变成恒等式,那么我们称 n 元有序数组是该方程组的一个解 .一 
个解可看作中的一个元素，因而也称为解向量.一个线性方程组称为相容的，如 
果它至少有一 个解； 否则称为不相容的.解方程组就是求方程组的所有解，所有解的 
集合称为它的解集. 

Gauss 消去法是一个简单的解线性方程组的一般方法，其基本思想是通过所 i 胃 
的初等变换将方程组化为与之等价，形式简单，容易求解的方程组. 

定义 4.8 对一个线性方程组作初等变换是指下列三类变换： 

1°将一个方程乘一个数加到另一个方 程上； 

2°互换两个方程的 位置； 

3°用一个非零数乘某一个方程. 

定义 4.9 解集相同的两个线性方程组称为同解或等价. 

对方程组 (4.24) 作初等变换得一新方程组.显然，原方程组 （4.24) 的每个解都 
是新方程组的解.另一方面，可以由新方程组经适当的同类型初等变换得到原方程 
组.例如,如果将原方程组的第2•个方程乘以加到第1个方程，得一新方程组，那 
么将新方程组的第2个方程乘以- fc 加到第1个方程，就得到原方程组.于是，新方 
程组的每个解也是原方程组 的解. 因此，对线性方程组作初等变换，所得新方程组 
和原方程组等价. 

线性方程组与它的增广矩阵是相互确定的.于是，我们引入如下定义. 

定义 4. 10 对一个矩阵作初等行变换是指下列三类变换： 

1°将一行乘一个数加到另一行上； 

2°互换两行的 位置； 

3°用一个非零数乘某一行. 

显然,对一个线性方程组作初等变换，相当于对它的增广矩阵作相应的初等行 
变换.下面我们证明，数域 F 上任意一个矩阵都能经过有限次初等行变换化为所谓 
行阶梯矩阵，从而每个线性方程组都可以经过初等变换化为阶梯方程组，即增广矩 
阵为行阶梯矩阵的线性方程组.因此，解一般线性方程组的问题化归为解阶梯方程 
组的问题. 

为方便起见，我们引进下述术语：一个 m x n 矩阵 X 中元素全为零的行称为 
A 的零行，4的非零行的第一个非零元称为 A 的主元 • 

定义 4.11 具有下列性质的矩阵称为行阶梯矩阵： 

1) 零行都位于下方； 

2) 由上至下，主元的列指标组成一个严格递增序列. 
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行阶梯矩阵 A = ( aij ) 形如（其中左下方未标出元素都为零) 


1 Q Ui 


1 Q 2J2 


(4.26) 


1 a rj r … 


按定义 ， A = ( a 0 ) mxn 是行阶梯矩阵，当且仅当存在正整数力， •…， >，使得 


1) i > r 时 ， ay 


/ 0,当 j <大时 ， ay = 0,且1彡力< • • • < j r 彡 n . 


2) ai jx -- a rjr / 0,当 j < 大时， ay = 0,且 1 彡 ji < • • • < j r 彡 n . 

定理 4.1 数域 F 上每个矩阵都能经有限次初等行变换化为行阶梯矩阵. 

证若矩阵 A = 0 , A 已是行阶梯矩阵.若4非零，设第1个非零列为第： h 列. 
通过交换4的行（若有必要的话)，可设 aijl / 0.用第1行乘以适当的数加到其余 
行，可 将第： h 列中其余元变为0,得到如下形式的矩阵： 


0 a ljl 




对重复上述步骤，继续做有限步后，就得到一个形如 (4.26) 的矩阵. 
例 4.9 将矩阵4化为行阶梯矩阵，其中 


□ 


1 一 1 3-14 

~ 2-1 7 -3 10 

2 6 -2 -3 3 / 

解将 >4的第1行分别乘以 - i ， 一2, 2加到第2, 3, 4行，得矩阵 A 1; 再将 
贞的第2行分别乘以-3, -2 加到第3, 4行，得矩阵乂 2; 最后互换戌的第3, 4 
行，即得行阶梯矩阵 B . 


2 2 0 2 
11-12 
3 3-36 
2 2-37 


1 一 2 2 


0 2 


1 1 一 1 2 
0 0 0 0 
0 0-13 


一 2 2 0 2 
11-12 
0 0 ^1 3 

0 () 0 0 


给定一个阶梯方程组，记系数矩阵中非零行个数为增广矩阵中非零行个数 
为 F . 显然， r 或 r +】.有三种可 能性： 

1 。 r + 1. 阶梯方程组中有一个如下形式的方程： On + • • • + 0: r n =忒其中 


d 祥0,因而方程组是不相容的. 
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2 ° f=r = n . 去掉零方程以后，得到一个严格三角方程组，即它的系数矩阵是 
严格上三角的.由最后一个方程可以确定 Xm 代入倒数第 2 个方程又可确定 x n _L 
继续下去，直至确定因而方程组有唯一解. 

3 。 F = r < n . 设主元的列指标为 h ，…， j r ，称 a ^，• "， x jr 为主变童,其余变量 
为自由变量.去掉零方程，将自由变 M 移到等号右边，得到一个关于 主变童 的严格 
三角方程组.如情形 2 —样,解此方程组，可以用自由变量来表示主变量，这些表达 
式一起称为方程组的一般解.如果适当调整变量的顺序,一般解有如下形式： 



工1 = Cix^r-f 1 + . • • + Ci，n •- r*Tn + 山， 


1>t = ^rl 1 + • • • + ^r,n—r 工 n + 


(4-27) 


对自由变量任意取值，可以得到方程组的所有解 • 

注对于相容的线性方程组，如果它有唯一解，则称它为确定的；如果它有多 
于一个的解，则称它为不确定的.可以认为，确定的方程组的所有变量都是主变 M ， 
没有自由变董，其一般解就是其唯一解.总之，变量个数是主变量个数与自由变 M 
个数之和. 

一个齐次线性方程组总是相容的，因为它有 零解. 如果它是确定的，则它只有 
零解.如果它不是确定的，那么它有无穷多个非零解.沿用前面的记号，当 r < n 时， 
齐次线性方程组有非零解.因为 r < m , 于是作为高斯消去法的推论，我们得到如下 
常用结论： 

推论 4.1 m 个方程的 n 元齐次线性方程组当 m < n 时有非零解. 

例 4.10 解线性方程组 


Xi -2 x 2 +2 a ：3 


X\ 


3^2 + 3 工 3 — 工 4 


2, X \ 一 1工2 +7:3 —3^4 = 10 

一 2 xi + 61C2 _ 2^3 一 3 x 4 = 3 


(4.28) 


解 例 4.9 中的矩阵是此线性方程组的增广矩阵，例 4.9 中的计算表明，此方 
程组等价 于阶梯 方程组 



x \ - 2 x 2 + 2 x 3 =2, 

工 2 + 工 3 — 工 4 二 2, 

—X4 = 3 . 


® X 1? X 2 , X 4 为主变讀，❾为自由变量,将方程组改写为 



X\ — 2x2 — —2x3 + 2 y 

X 2 — X 4 = —J：3 + 2, 

— X4 = 3. 




解关于 A ， X 2 , A 的方程组，得一般解 
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teF . (4.29) 


一个严格上三角方阵可以经初等行变换化为单位矩阵.为此,将最后一行乘以 
适当的数加到其余行,使得最后一列中除最后一个元素之外都化为零.再将倒数第 
2 行乘适当的数加到它前面的行，使得倒数第2列除对角元外其余元都为零.继续 
下去,直到得一对角矩阵.再用适当的数乘每一行，将对角矩阵化为单位矩阵.将这 
种方法用于解线性方程组，得到行阶梯矩阵以后，继续作初等行变换将主变量的系 
数矩阵化为单位矩阵.从而立即得到一般解. 

定义 4.12 设4是一个行阶梯矩阵.如果4的主元都是1，且主元所在列的 
其他元都是零，那么就称 A 为既约行阶梯矩阵. 

定理 4.2 数域 F 上每个矩阵都可经初等行变换化为既约行阶梯 矩阵. 

例如，下列矩阵都是既约行阶梯矩阵： 



例 4.11 对例 4.9 中的矩阵 B 作初等行变换将其化为既约行阶梯矩阵. 
解 采用简写记号，如第2行减去第3行，简记为 r 2 _ r 3 , 则有 



例 4.10 中的方程组等价于 

{ Xi +4工3 =0， 

工 2+ T 3 = -1， 

X 4 = 一 3. 

将含❻的项移到右边，立即得到方程组的一般解 (4-29). 
例 4.12 讨论下面的线性方程组解的情况： 


Ixi + 2 工 2 + 3x3 = b\ y 

4 xi -h 5 x 2 H- 6x3 = 62, 
7 x \ 4 - 8x2 + 9x3 = 63. 
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令 X = ( A ，…,工„)丁 ， S =(如，…， 6 m ) T ，则线性方程组 (4.24) 可写成 

AX = B . (4.31) 

矩阵方程 （4.31) 和 一元一 次方程 ax = 6 形式相同.但矩阵的运算和数的运算 
性质有所不同，如乘法不满足交换律，两非零矩阵相乘可能得到零矩阵.因此，不能 
简单地认为，当 A # ◦时 ，X = A ~ l B , 因为 A 非零不一定 可逆. 但是 ， AX = B 
不只是一个记号，当 A 可逆时 ，X = A ~ l D 就是该方程的解.事实上， A ( A ~ l B ) = 
{ AA~ l )B = IB = B .， 反之，若 AX 0 = B , 两边左乘义- 1 ,得= A - 1 B . 问题是怎 
么判断4可逆与否？ 4可逆时如何求出其逆？ 4不可逆时又怎么求解呢？下面 
将回答这些问题,推广以上解法.简单地说，就是在方程两边左乘一可逆矩阵 P ， 得 


解 用初等行变换化增广矩阵 M 为行阶梯矩阵 


M 



1 2 3 


bi 


3 3 3 62 — ^1 


V3 —2r*2 


7 8 9 


63 


1 2 3 
3 3 3 


bi 

62—61 


12 3 63 - 26 2 -f 26 i 




1 2 3 
3 3 3 


&2 一办 1 


0 0 0 63-262 + 61 


2 3 


◦ 12 - b \ — -62 

0 0 0 63 — 2^2 + 办 1 


X ^2 


r 】 一 2”2 


0 -1 


0 0 


1 5石 1 — 3^ 2 

0 63 — 262 + 61 

咨泠 . 

4 r 1 ^ 

3 ^i - 3 ^ + 2 

fel — 262 + 办3 


.过 


M f 


因此，当 h - 26 s + 6 3 # 0 时,方程组无解.当卜 一 2b 2 + 6 3 = 0 时, : r 3 是自由变董， 
x lt x 2 是主变量，方程组有无限多解. 

4.2.2 矩阵的秩与初等变换 

下面我们将矩阵的初等行变换和矩阵乘法联系起来，从矩阵运算的角度来考虑 
Gauss 消去法.线性方程组 (4.24) 可写成如下矩阵方程形式： 
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到与原方程同解的方程 PAX = PB , 使得增广矩阵 （JM | PB ) 尽最简单，以便立即 
求解 • 

前面引入了矩阵的初等行变换，将定义中的“行”改为“列”就得到矩阵的初 
等列变换的定义.矩阵的初等行变换与初等列变换统称为矩阵的初等变换. 

定义 4.13 对单位矩阵作一次初等变换所得矩阵称为初等矩阵. 

我们得到下列三类初等矩阵 * 



这里， P l 3 ( k ) 是将单位矩阵的第:/行乘以数 A : 加到第 i 行，得到的初等 矩阵; 
是将单位矩阵的第 i ， j 两行互换所得初等矩阵； Pr ( k ) 是将单位矩阵的第 i 行乘以 
非零数 fc 所得初等矩阵.这些就是全部的初等矩阵.事实上，将单位矩阵的第 i 列 
乘数 fc 加到第 j 列，就得到初等矩阵 P tj ( k ); 交换单位矩阵的第 i , j 两列，得到 
单位矩阵的第 i 列乘非零数 A :， 得到 P t ( k ). 



4.2 矩阵与线性方程组 


• 133 • 


例 4.13 二阶初等矩阵有（其中 r ， s £ F \ r ^ O )： 

O, U ， ㈡ ， 

命题 4.5 用初等矩阵左乘矩阵4和对4作相应的初等行变换所得矩阵 相等; 
用初等矩阵右乘矩阵 A 相当于对4作相应的初等列变换. 

证 由命题 4.2 知， Pi ( k ) 的每行只有一个元素非零，以它们作为系数作 B 的 
行向量组的线性组合，得 Pi ( k ) B 的第 i 行为 •) ，第 V i ) 行为 B ( j ,.), 正好 
是用 fc 乘 B 的第 i 行所得矩阵.将 A 的第 i 列乘数 fc , 所得矩阵为 AP ^ k ). 其他情 
形也是类似的. 口 

命题 4.6 初等矩阵是可逆的，且初等矩阵的逆也是初等矩阵.具体地， 


Pij ( kr l = Pij (— k ), Pr 1 = P ih Pi ( kr l = 


(4.32) 


证将 P ^( k ) 的第 j 行乘以 - 加到第 i 行，或交换的第 D 两行,或将 
Pi(k) 的第 i 行乘以 A - 1 , 我们都得到单位矩阵/，根据命题4.5,有 

= /, Pij Pij = /, P i (k^ l )P l (k) = I 1 


所以 Pij ( k) y Pi ( k ) 都是可逆矩阵，且 (4.6) 式成立. 
例 4. 14 设 a ， 6， c ， d ， 7% s € P ，且 r / 0,贝 ij 


□ 


0 


0 



d 



d 


r 0 
0 1 



ra rb 


c 


d 


s 


0 



d 



命题 4.7 设尸是可逆矩阵，则方程 PAX = 与儿^ = B 等价. 

证 如果為是方程 AX = B 的解，即乂為= B ，则 PAX 0 = PD ; 反之，若 
PAX 0 = 则 AX 0 = P ~ l PAX 0 = P - 1 PB = B . □ 

推论 4.2 若对方程 AX 的增广矩阵 M ^ (A \ D ) 作初等行变换得到矩 

阵 AT = ( W 丨斤)，那么 M ' 对应的方程 A f X =箩与 AX = B 等价 • 

证 设 M ' = P r . . PiM , 其中是初等 矩阵. 令尸= / V . •丹 ，则 
P 是可逆矩阵，且 M 
A f = 


PA , B f 


= PM , BP ( A f I B f ) 
PB . 由命题 4.7, A ! X ^ 


= P{A I B ) = {PA I PB ). 由此得 
B ' 与 AX = B 等价. 


□ 


因此用矩阵语言，高斯消去法是用一系列初等矩阵左乘方程 (4.31) 两端，将矩 
阵乂及增广矩阵04 | B ) 化为行阶梯矩阵. 
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注设 M = (4 | S ) 经一系列初等行变换化为行阶梯矩阵 M '， 则存在可逆矩 
阵 P ， 使 M ' = = (/M 1 PB ). 列矩阵的第 i 分量是 b ir " b m 的线性组合， 

其系数就是 P 的第 i 行.因此对 M 作初等行变换时， M 的最后一列则记录了所作 
的初等行变换所对应的矩阵.如例 4.12 中， 



也可用单位矩阵来记录所施行的初等行变换.对矩阵 M 丨 /) 作初等行变换，将前半 
部分化为行阶梯矩阵 i 时，后半部分就成了对应的初等矩阵尸，即 

P(A | /) = {PA\ PI) = {A 1 I P ). 

下面这一特殊情形从初等行变换观点给出了可逆方阵的一个刻画- 
定理 4.3 矩阵4是可逆矩阵，当且仅当 A 是有限个初等矩阵的乘积. 

证初等矩阵是可逆矩阵，因而其乘积也是可逆 矩阵. 反之，若4是可逆矩 
阵，则齐次线性方程组 AX = 0 只有零解.因此，4经初等行变换所得既约行阶 
梯矩阵的主元数与 A 的列数相等，即4经一系列初等行变换可化为因此，存 
在初等矩阵 Pr . P ，， 使得 P ^ -PsA = I . 但厂 1 ，…，々 1 仍是初等矩阵，所以 
A = P - i ... P ^ 是初等矩阵之积. 口 

设4是可逆方阵，则它是一些初等矩阵的乘积，如4 =八…于是 

= p 广… p- i ^ p 1 - 1 b = a - i b . 

由初等矩阵和乘法的关系，以上等式表明，可以对4作一系列初等行变换将其化为 
单位矩阵，而且同样的初等行变换作用在单位矩阵上，就得到作用在 矩阵丑 
上，就得到 A - l B . 这就给出了一个求可逆矩阵的逆，或解某些矩阵方程（包括线性 
方程组）的方法.用分块方法写出 ， BP 


例 4.15 设 



求乂一 1 及 


(4.33) 


4.2 矩阵与线性方程组 


解对3 x 9矩阵 （4 1 J | S ) 作初等行变换化为既约行阶梯矩阵 


1 0 0 


0 1 0 


0 0 1 


3 

17 


8 

3 

22 

"9" 

3 


所以 


3 

17 

2 


_8 
一 5 


22 

"9" 

3 


定义 4.14 Be 若存在可逆矩阵 P , 使 PA = B ， 则称 >4与 S 行 

等价; 若存在可逆矩阵 Q , 使= B ， 则称4与 S 列 等价； 若存在可逆矩阵 P 及 
Q ， 使 PAQ = B, 则称 A 与 S 等价或相抵. 

由定理 6.13 知，矩阵 A 与 B 行等价，当且仅当>1能经初等行变换化为矩阵 S - 
矩阵 A 与 B 列等价，当且仅当 Z 能经初等列变换化为矩阵两矩阵等价，当且仅 
当它们能经过初等变换 互化. 不难证明：矩阵的行等价，矩阵的列等价，以及矩阵的 
相抵都是等价关系. 

下面我们研究矩阵的秩，说明它是矩阵在初等变换下的不变 M . 

矩阵 A 的行向量组张成的 Fn 的子空间称为4的行空间，记为 RowA 类似地， 

A 的列向 M 组张成的的子空间称为 A 的列空间,记为 ColA . 

定义 4.15 矩阵的行向 量组的 秩称为 行秩; 列向量组的秩称为列秩. 

命埋 4.8 如果两矩阵行等价,那么，它们的行 向撤组 等价，即行空间相等;它们 

的列向董组具有相同线性关系，因而列空间维数相等. 

证设4和 B 行等价，即存在可逆阵 A 使得= S . 由命题 4 . 2 , 4与衫 
的行向量组可以相互线性表出，因而等价，即 RowA = RowB . 分别记 A 和 F 的列 
向量组为 ⑷ ，…, a „) 和 ( b ir - t b n ).^X € F -^ 1 , AX = 0,当且仅当= 0. 
换个说法， E?=i = 0. 当且仅当= 0,即 >4与 S 的列向董组具有相 

同的线性关系.若(%，•••，％)是 CoL 4 的一个基，则 d "，6 jr ) 是 ColB 的一 
个基，因而 dimCoU = dimColR 事实上，若存在 h e F ， 使得= 0 ,则 
5 Z[=i ^ i a ji = 于是所有 fci = 0. 因此 6 jj , • • • , bj r 线性无关_因为 A 的任意 一 ■列 

aj 可由％，…，线性表出，设〜= 5^ i=：i 则 bj = 即可由 

b ，…， b jr 线性表出. 口 

显然，将命 题中“ 行”改为“列”，所得命题亦 成立. 因此，由命题 H 命题 

4.6, 以及命题 4.8, 我们得到如下重要结论. 

推论 4.3 初等变换不改变矩阵的行秩与列秩. 
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命题 4.9 行阶梯矩阵的非零行组成行空间的一 个基； 主元所在列组成列空间 
的一个基. 

证设行阶梯矩阵万的主元的列指标依次为 ji , 设有 M € F ， 使得 

Ei=i .) = 0. 比较等号两端向量的第 ji ，• - Jr 分故得 

kibi h = 0 , 

k\bi j2 + k 2 b 2 j 2 = 0 , 


^2^2j r 十 • • • + k r b r j r = 0 . 

由于主元 b lh ，…， b rjr 非零，所以由上面方程组解得 h = ••• = b = 0•因此 B 的 
非零行线性无关，因而是 RowB 的一个基.因为 B 的第 ji ， …，> 列的前 r 个分 M 
组成一个严格上三角矩阵，所以对于 i = 1， • • •， n ， 方程 


B(- 9 i) = + …+ x r B(-,j r ) 


有唯一解.因此， B 的第：，•••,>列线性无关，且能线性表出忍的其余列， 即石的 

列组成 Col ^ 的一个基. 口 

由命题4.9,行阶梯矩阵的行秩等于它的非零行的数目，列秩等于它的主元的数 
目，非零行的数目与主元的数目显然相同.因此,行阶梯矩阵的行秩等于列秩.我们 
知道，每个矩阵都可以经过一系列初等行变换化为行阶梯矩阵，且初等行变换不改 

变矩阵的行秩与列秩，于是我们得到如下重要结论. 

定理14矩阵 A 的行秩与列秩相等，称为4的秩，记为 rankA 
推论 4.4 设4 G F mxn •则 rank 4 = rank ^4 T . 

证 rank 4 = dimCoM = dimRx ) Wi 4 T = rankA T . 口 

我们可以用初等行变换方法来求一个矩阵的秩，以及它的列向量组的一个极大 
无关组.欲求 F " 中一个向景组的秩和它的一个极大无关组，或者它们张成的子空 
间的维数和一个基，以及中向童组的线性 关系. 只需将每个向量写成列 向量形 
式组成一个矩阵，用初等行变换方法即可. 

例 4.16 对矩阵 A 作初等行变换化为行阶梯矩阵 B : 



由命题 4.9 知， B 的秩等于 B 的非零行数2,且{(1,2,3)， (0,1,1)} 为行空间的基， 
{(1,0,0), (2,1,0)} 为列空 间基. 因此由命题 4.8 知，矩阵 A 的秩等于2,且行空间 
的一个基为{(1，2,3), (0,1,1)}，列空间的一个基为{(1，4,7)， (2, 5, 8)} •不难看出 ， S 
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的第1，2列线性无关,且第3列等于前两列的和.由命题 4.8 知，矩阵>1的第1, 2 
列也线性无关,且第3列也是前两列的和. 

用向 M 组的语言来说，为求 F 3 中如下向量组 


S : ai = (1, 4, 7), 02 = (2, 5, 8), a 3 = (3, 9, 15) 

的一个 极大无关组,我们将 a 2 , a 3 写成列向量形式,组成矩阵冷于是向董组 S 
的秩为2,它的一个极大无关组为 {(1,4,7), (2,5,8)}. 

例 4.17 F 4 中 ai = (1,2,1,0), a 2 = (-1,1,1,1), a 3 = (0,3,2,1) 张成的子空 
间记为 Vj , 而 In = (2,-1,0,1), b 2 = (1,-1,3,7) 张成的子空间记为分别求 
Vi - I - V 2) V ! D V 2 的一个基和维数 .. 

解显然， Vi + V" 2 = 〈 ai,a 2 ， a 3 》 + (61,62) = (<11,02,03,61,62) -将这些向量写成 
列向量形式，组成矩阵 A = ，对4作初等行变换化为行阶梯矩 

阵从 



由此得（〜， a 2 , ⑴是％ + K 2 的一个基，于是 dim(Ki + %) = 3•又 B 的列向量组 
与>1的列向 M 组有同样的线性关系，于是心 = —ai +4 a 2 + 36 i ， 且 （ ai ， d 2)，(& i » & 2 ) 
分别是 V lf V 2 的基因此 a ! - 4 a 2 = 36! - b 2 e ^ D V 2t 


dim(Vi D V2) = dim Vi + dimV 2 — dim(Vi -|- V2) = 1. 

因此，非零向量 M - 4a 2 = (5, -2, 一3, 一4)构成 K n K 2 的一个基， 

下面证明，每个矩阵4经初等行变换所得既约行阶梯矩阵是唯一的. 

定理 4.5 设4 € F—. 则存在唯一的既约行阶梯矩阵 B， 使 A 与 B 行等价. 
称 B 为4的既约行阶梯形，记为 A rre/ . 

证存在性 已证. 记 W = RowA , 由命题4.8, RowB = W .设 B 的主元的 
列指标依次为 A ，…， jr ■，前 r 行依次记为 6 lT ...,6 r . 由命题4.9, W 的一个基为 

W 中任意元素 x 可由 In ，…， b r 线性表出且表法唯一.注意到 B 的主 
元都是1，且主元所在列的其余元为零，我们有 


x = (xi,-**,x n ) = x 3l bi + … + x 办 6 r , 

即 a : 由它的第 j u ..、 j r 分 M 唯一确定.特别， 6 a 是 W 中唯一的第 L 分量为1，其 
余的力 分量为零的向 M ， B ( l , 若: r Jt = ‘， f = 1, • • •， r , 则 x = 如果 x ^ 0,则存 
在 A 使 : r = EU 其中以 # 0 . 于是， w 中非零向暈的主元 是第儿 …， j r 分 
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童之一. 

若 S' 是一个 mxn 既约行阶梯矩阵，其行空间仍为 W ， 则有 r 个非零行，记 
为％，•••，<.设的主元的列指标依次为 k ' ，…， k r . 由前面的分析知， 

{jl,... ， jr }， 于是 A ：1 = J’l ， …， 卜 = jr, 即斤和 B 的主元位置是一致的.因此，对于 
每个 se { i， …， r }，向最％ ew 的第、分量为1,其余的力分量为零.由前面的 
分析得％ = 因此 B f = B . 口 

推论 4.5 设 A 月€ F-x-. 则火和 B 行等价，当且仅当它们的行向 M 组等价. 

证必要性已证.反之，若 A 和 B 的行向董组等价，则它们有相同的行空 
间，因而 Arref B rre f 也有相同的行空间.由定理 4 . 5 得 A rref = B rre/ •设 
A rref = B rref = P 2 B , P u P 2 可逆，于是 A = Pf 1 P 2 B . 因此义和 B 行等 

价. 口 

定理 4.6 设 4 e F mxn . W \ rankA = r 当且仅当存在可逆阵使 


PAQ = 



(4.34) 


证若 rankyl = r , 则存在可逆矩阵 P ， 使得尸4 = A rre/l 其中 A rre/ ^ r 个非 
零行.将 A rref 的主元所在列乘适当的数加到其余列可将主元以外的其余元都化为 
零，再将主元所在列通过第2类初等列变换移到前 r 列即得式 (4.34) 中等号右边形 
式，即存在可逆矩阵 Q , 使得 （4.34) 式 成立. 反之，因初等变换不改变矩阵的秩，所 
以 rank ^4 = r . D 

式 (4.34) 中等号右边矩阵称为矩阵4的等价标准形.也可从线性映射观点来 
解释矩阵的等价，参见定理 6.1. 

4.2.3 线性方程组的理论 

任给一个线性方程组，我们都可以应用高斯消去法来求解，可以说这一简单方 
法已经包含了线性方程组的全部理论. 

对矩阵作初等行变换，所得行阶梯矩阵与所施行的初等行变换有关.但是，定理 
4.4 说明，这些行阶梯矩阵中非零行个数是不变的，它就是原矩阵的秩.因此，线性方 
程组化为阶梯形以后，系数矩阵和增广矩阵中非零行个数 r 和 f , 分别就是原方程 
组的系数矩阵和增广矩阵的秩.因此我们证明了如下定理. 

定理 4.7 ( Kronecker - Cappelli ) 线性方程组有解判别定理： 

1) 线性方程组是相容的，当且仅当系数矩阵的秩与增广矩阵的秩相等； 

2) 相容的线性方程组是确定的，当且仅当系数矩阵的秩等于变董个数， 

推论 4.6 线性方程组 AX = 0 只有零解.当且仅当4的秩等干列数. 

妹杜古玛鉋拥论立眨 h 故县茗芊绊杜 吞问由 rtn 搔铂的姥处龙玄的佃 A ■^工 
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线性空间中向董组的基本问题是：给定 n 个向董 

= ( a “，. • • ， a m ‘)， i = 1，2，.••，？!， 

如何判定这个向量组是线性相关还是线性无关？如果它是线性相关，能否找出它的 
所有非平凡的线性关系？任给向量 b = ( b lr . •， fe m )， 如何判定6是否可表为这个向 
童组的线性组合？可以的话，有哪些表法？ 

向量6可表为 a l 9 .*., a n 的线性组合,等价于存在数 h， •…， fcn € F , 使 

fciai -f k 2 a2 + • • ， + k n On = b, (4.35) 


等价于存在数 …、 使下面 m 个式子同时成立（按分 M 写出)： 

CLilki 4- 叫 2 友 2 H - 1- CLinkn =6“ i = 1 ， • • • ， 77l. 

即线性方程组 （4.24) 有解.换个说法，线性方程组 (4.24) 是相容的，当且仅当6 e 

等价于 ( a ,,•••,«„) - ( fll , • • • ，〜，6〉.又由于这两个子空间具有包含关 
系，两者相等当且仅当它们的维数相等.因此，线性方程组 (4.24) 是相容的当且仅当 

dim 〈 ai ，• • •， a n 〉 = dim ( ai , • • • , a n , 6). (4.36) 

由命题 3.7, 如果线性方程组 (4.24) 是相容的,那么它是确定的当且仅当 a !,..., a n 
线性无关.特别地,当6 = 0时，条件 (4.36) 总成立.因此，齐次线性方程组 (4.25) 只有 
零解当且仅当 a !,..., a n 线性无关.这正是线性无关的 定义. 将向撻组 
中毎个向量都写成列 向量形 式就得到矩阵/和 M . 定理 4.7 就是用矩阵的秩来表 
述上述结论. 

例 4.18 下列线性方程组有解吗？ 

{ XI 4-^2 4- x 3 =1, 

无 1 -+-^3=1, 

2 xj + x 2 + 2x3 = 0. 

解方程组的系数矩阵 Z 的列向讀组是 ((1,1,2), (1,0,1), (1,1,2)), 于是 A 
的列空间是由（1,1,2)， (1,0,1) 张成的. 4 6= (1,1,0). 如果 

(1,1,0) = M1 ， 1,2) + Z(1’0 ， 1), 


则有1 = fc + /，1 = A :, 0 = 2 /r + Z ， 于是 l — 0, A : = 1, / = —2. 这是不可能的.因此6 
不属于 Z 的列空间，原方程组无解. 
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例 4.19 下列向量组是否线性相关？ 若是, 找出一个非平•凡线性关系： 

1 ) ai = (1,-2,0,3), a 2 = (2,5,-1,0), o 3 - (3,4,1,2); 

2) ai = (3, 4, -2,5), = (2,-5,0,-3), as = (5,0, -1,2), a 4 = (3, 3, 一 3, 5). 

解 1) 考虑齐次线性方程组 x iai -f x 2 a 2 -h x 3 a 3 = 0. 用初等行变换将系数矩 

阵4化为行阶梯矩阵 



矩阵 B 中非零行数等于变量数，因此方程组只有零解，故 ( H ， a 2 ， a 3 线性无关. 
2) 考虑齐次线性方程组 xiai 4 - x 2 a2 - t - x 3 a 3 x 4 a 4 = 0. 



阶梯形中非零行个数 3 小于变 董个数 4,因此齐次线性方程组有非零解，从而 
a 3 ， a 4 线性相关，方程组的一般解为= ~ 2a ： 4 , x 2 = - x 4 , x 3 = x 4 . 令: = 一1, 得 
一个解（2,1,-1，-1)，由此得到一个非平凡线性关系： 


2 ai a 2 — a 3 — a 4 = 0. 

定理 4.8 (线性方程组解的结构定理）线性方程组 （4.24) 的解集 S 是它的一 
个特解与它的导出组 （4.25) 的解集私的和.而且齐次线性方程组 （4.25) 的解集 S 0 
是 F n 的一个 n - rankA 维子空间,称为它的解 空间. 

证当方程组 (4.24) 有解时，用初等变换可将它化为一般解形式,不妨设 (4.24) 
的一般解为 （4.27). 同时，我们得到方程组 (4.25) 的一般解： 


工 1 = + • • . + Cl ， n—r 工 n ， 


Xr = ^rl 怎 r+1 + . . • + Cr,n—r 工 n ， 


(4.37) 


其中 r == rankA 在上式中令自由变量 x r + i ,---, x n 中的一个取1，其余自由变董取 
0,我们就得到方程组 （4.25) 的 s n - r 个解： 


Cl = (Cii ， C 21 ， … ， Cri ， l ， 0,0, ••• ， () ， 0 )， 
C2 = (Cl2, 022,… ， Cr2,0, 1,0, ••• ， () ， 0 )， 


C s = (ci s ? ^2s > * * * » ^rs > 0,0,0, • . • ， 0 ， 1). 
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在 （4.27) 中令自由变董全取0,得到 （4.24) 的一个解4=(山 0) •于是， 
我们可以将它们的一般解分别写成如下解向量形式： 

( 工 1 ， …， $n) = Xr+lCi + • • • + X n Cn + d ， (4.38) 


(Xi ， • • • ， ^n) = + • • • + 工 n^n. 


(4.39) 


由此得 


So = Span ( ci ， …， Q )， 


d + 5 q . 


显然， Cl ，…， Ca 是线性无关的，于是 Cl ，…，是 (4.25) 的解空间的一个基.特别 
地,解空间的维数为 n - rankA □ 

定义 4.16 齐次线性方程组的解空间的一个基称为一个基础解系. 


例 4.20 解线性方程组 


2xi — X2 + 3X3 = 1) 
4j：i — 2x2 + 5x3 = 4, 
2xi — X2 + 4x3 = — 1 


解对增广矩阵作初等行变换: 


2 一 1 


2 5 


^2 + (~ 2 ) r l 
r 3 十 


2-1 3 1 


0 一 1 




0 -1 


0 0 


系数矩阵的秩和增广矩阵的秩都是 2. 因此方程组有解，其一般解为 


^1 = g( 7 + 工 2) 
^3 = - 2 . 


原方程组的一般解可表为 


Co -I- tc\ 


豆， 0，-2 )+t 


，1，0， teF , 


其中 W = (1,0,-2) 是一个特解, Cl = (11,0) 是导出组的基础解系. 

最后，我们从线性映射的观点来讨论一下线性方程组理论. 

设 j 是数域 F 上一个 mxn 矩阵.用4左乘一个 n 维列向量得到一个 m 维 
列向暈，这就定义了一个映射 L a : F ^-^ L A ( X ) = AX . 矩阵运算性质表明， 
La 是一个线性映射. 

齐次线性方程组乂 X = 0的解集就是中零向 M 在 La 下的原像以 1 …)，即 
L a 的核 KerL a , 它是的一个子空间，即= 0的解空间，也称为矩阵 A 的 
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零空间，记为 NullA 求线性方程组 AX = B 的解，就是求向董 S 在映射下的 
原像 L ~ a 1 { BY 定理 3.7 表明，如果 B 有解，则它的解集是它的一个特解和 
儿\： = 0的解空间的和. 

任给 X e F ' L a ( X ) 可以写成 A 的列向贵组的一个线性组合 ， BP 

n 

L a { X ) = AX = Y , x ^^ 

i=l 

其中 X = ( x !, …，； ) T . 因此， \ mL A = CoL 4. 将维数定理 3,8 应用于 Zm , 得 
dimKerl/A = n — dimlmLyi . 因此 

dimNulL4 = n — dimColA. (4.40) 

另一方面，对 T i = 1，…, m , 定义力 ： F 如下： 

n 

fi{^) = > : ^ij 工 j 、 ^ = (*^1 > * * * > *^n) ^ F 71 • 

i=i 

我们得到 m 个上的线性函数.齐次线性方程组 AX = 0 可以重写成 

fi(x) = 0 ， i = I,---,m. 


因此， 

NulM = {x e F n : fi ( x ) =0, i = 1 ， … ， m} = f /。， 

其中 t / = 仏，…， / m >. 因为 P 的标准基 ( ei ,-*-, e n ) 的对偶基是由坐标函数组 
成的基 （心，.…,:^)， 而 / i 关于它的坐标就是由坐标同构得， dimf/ = 
dimRow 儿由定理 3.11 知 ， dhnU + dimf /。 = n. 所以 

dimNulM = dim(/。 = n — dimRowA (4.41) 

比较 （ 4.40) 与 （ 4.41) 两式，得 

dimRowA = diraColA. (4.42) 

作为线性映射一般理论的应用，我们重新证明了：矩阵4的行秩与列秩相等，及齐 
次线性方程组解的结构定理 4.8, 即 

dimNulM = n — rankA 


另外，由定理 3.12 的推论 3.11 可得如下结论 • 

定理 4.9 的每个子空间是某个齐次线性方程组的解空间. 
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例 4.21 设处= (1,1,-2,1), 02 = (3,1,-4,1), a 3 = (-1,1,0,1) 生成的 
F = F 4 的子空间为 t /. 求一齐次线性方程组,使其解空间为 V . 

解由已知， t / = ( a u a 2 , a 3 ). 对于/ e !/•，可设/ = 其中 / i 为坐 

标函数.按定义，/ e I /。， 等价于 /( a x ) = f ( a 2 ) = /( a 3 ) = 0,即 

{ 允 1 + 允 2 — 2A：3 -f /C4 = 0, 

3A；i + 釦 2 _ 4 允 3 + 4/^4 = 0 ， 

一 k \ k ，2 + 知 4 = 0. 

解上述方程组，得 ( M ， k 2 , k 3 ， k 4 ) = fc 3 ( i ， i , i , o ) + * 4 ( 0 , - 1 ， 0 , l ) .令 

夕1 = /l + /2 + /3，没2 = -/2 + /4， 

则 w = ( gu 92). 因此，由 t /°° = r 知， t / 是下面线性方程组的解空间： 

{ Xi + X 2 + 工3 = 0， 

—X2 + X4 = 0. 

注我们知道，在 R 3 中有内积运算，利用内积可以定义正交的概念.因此，三 
元实系数齐次线性方程组的解空间就是其系数矩阵的行空间的正交补•在中， 
点积是一个非退化的对称双线性函数，我们可以类似地定义关于对称双线性函数的 
正交概念，那么 F 上齐次线性方程组的解空间与其系数矩阵的行空间互为正交补， 
参见第7章. 


4.3 方阵的行列式 

在第1章中，我们考虑了由三个向量形成的平行六面体的体积，引入了三阶行 
列式的概念，并且利用行列式给出了三个向量共面的条件.根据矩阵理论，中 n 
个向量线性无关，等价 r 它们组成的 n 阶方阵可逆.用初等行变换将方阵化为行阶 
梯形，就能知道这个方阵是否可逆，等价地，这 n 个向 M 是否线性无关.本节我们定 
义 n 阶行列式，利用它给出关于 n 阶可逆方阵的元素应该满足的一般条件.同时， 
将行列式应用于线性方程组，得到直接用系数表示解的公式，即经典的 Cmmer 法 
则; 并且用行列式刻画矩阵的秩. 


4.3.1 行列式的定义及基本性质 

在任意数域上任意维数的空间中，我们没有面积和体积的概念.因此，然地 
定义任意数域上 n 阶行列式为具有类似于面积、体积性质的函数.作为定义 n 阶 
行列式的准备，我们先来讨论排列及多线性函数的性质. 
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定义 4.17 由1，2,…， n 组成的一个有序组⑷上，…， i „) 称为一个 n 元排列, 
所有 n 元排列组成的集合记为 

例如，（3,1， 2) 是一个3元排列，共有6个3元排列.一般地, n 元排列总数有 n ! 
个.同样可以考虑由任意 n 个不同的自然数组成的排列，如（5,2, 7) 是2,5,7的一 
个排列. 

(1,2 ? ..., n ) 是一个特殊排列，它具有自然顺序，称它为平凡排列.在一个排列 
中，一对数称为构成一个逆序，如果其中较大的数排在较小的数左边.一个排列中 
逆序的总数称为它的逆序数，记为 r ( n , i 2 ,...,2 n ). 含偶数个逆序的排列称为偶排 
列，相反则称为奇排列.定义一个排列的符号为偶排列时取 1, 奇排列时取 -1， 排列 
(《1,匕…， in ) 的符号记为 signdk ， …， in ). 例如，在6个3元排列中，奇偶排列各 
有3个： 

sign ( l ， 2, 3) = sign (2, 3, 1) = sign (3,1,2) = 1, 
sign (3,2,1) = sign (2,1,3) = sign ( l ,3,2) = -1. 

例 4.22 求排列 （ n ， n - l r "， l ) 的逆 序数. 

解计算一个由 n 个不同自然数构成的排列（&，•••，&)的逆序数，可以按顺 
序依次计数 M 和它后面的数构成的逆序数 n ， 即集合{心 : < ki } 的元素 
个数，于是 = Ti + ••• +T n _i. 因此 

r ( n，n — 1， • • • ， 1) = (n — 1) + (n — 2) H - h 2 + 1 = —^ 

将一个排列中的某两个元素互换位置，其余元素保持不动，得到一个新的排列， 
这样的变换称为一个对换. 

命® 4.10 任意对换改变排列的符号. 

证如果互换位置的两个元素是相邻的，那么对换只改变这两个元素的相对 
位置，它们和其他元素的相对位置没有改变.因此对换前后，排列的逆序数相差1， 
符号改变.如果互换位置的两个元素 i 和 j 之间有 s 个元素，那么，这样的对换可 
以通过 2 s + 1次相邻元素对换来 实现： 首先 i 和所有中间元素互换， 以及 互换， 
然后 j 与中间元素互换.已证明，每次相邻元素对换都改变排列的符号.因此，奇数 
次这样的对换改变排列的符号. 口 

命题 4.11 任意 n 元排列与 T 凡排列（1，2,…， n ) 可以经过一 
系列对换互变，且所作对换的次数与排列 Uuj 2 r - Jn ) 有相同奇偶性. 

证先对 n 归纳来证明，任意一个 n 元排列可以经过一系列对换变为平凡排 
歹 lj . n = 1显然.假设结论对于 n - 1成立.设 [ juh …， jn ) 是一个 n 元排列. 
若 jn = n , 由归纳假设 ， n - 1元排列 •… ， ^4) 可以经过一系列对换变成 
(1，2，."，71 - 1)，于是,这一系列对换也将 ( jl ， j 2."， jn ) 变成（1，2,…， n ). 若 jn 爹 n , 
那么对（: h ， J 2 …， jn ) 作 jn , n 对换，归结为已证情形.因此结论对所有 n 成立.同 
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样地（1，2,…， n ) 可经一系列对换变成 Ifff ( l ,2，_..， n ) 是偶排列，所 

以由命题 4.10 知，所作对换个数与排列 ( juj 2 …， j n ) 有相同的奇偶性. □ 

推论 4.7 对 n > 1, n 个元素的偶排列个数与奇排列个数相等. 

证将所有偶排列的前两个元素对换，得到所有奇排列，反之亦然. 口 

定义 4.18 设 F 是数域 F 上的一个线性空间， /( ai ，...， a m ) 是定义在空 
间 K 上取值于 F 的多元 （ m 元）函数.如果对于每一个 j (1 < j < m) ，当 
ai ，•••， …，都固定不动时， 函数 f 是 aj 的线性函数，则称/是 
多线性函数或 m 线性函数. 

例如，/关于第一个变元是线性的是指：对任意 x ， yGV , kGF ， 有 

/(x + y ， a 2 , …， a m ) = /( x , a 2 , …， a m ) + f ( y , a 2 , …， a m ) 

f , 0>2y • • • ， 0>rn) ~ , 02 1 • • • ， Q-m)* 

定义 4.19 称 m 线性函数 / 斜对称,如果对任意 K i < j 《 m , 有 

/(…， Xi …， Xj ，…）=/(…，: Tj •…， •••)• 

定理 4.10 & ceF . 则存在唯一的上斜对称 n 线性函数/,使得 

/( ei ,---, e n ) = c , (4.43) 

其中 ex ，•… ， e n 为的标 准基; 而且函数/的具体表达式为 

/( a ! ，…， a n ) = c 細(力，…， Jn)aih … a njn , (4.44) 

其中表示向 M 叫的第 j 个分 M . 

证假定/是上的一个满足条件 （4.43) 的斜对称多线性函数，则可以运 
用其多线性性质，逐步把/展开： 

( n n n \ 

a2 J 2 e i 2 > * * > a njn e j n I 

il=l J2 = l jn = l J 

n / n n \ 

=a ljl / I e jl > a 2j2 e j‘2, … ， a njn e jn 1 

Jl=l V J2 = l in = l } 


= XI a ” 1 . • 

jl， …， Jn 


a nj n 


/( e )、 ，…， e Jn ), 


当下标 A ，…， jn 之中有两个相同时，由 / 的斜对称性得 f ( e h ，…， & ) = 0.当下标 

互异时，我们来证明， 


，•- •，〜 n ) = c sign(ji, •• 


(4.45) 
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事实上，由条件 （4.43), 对于平凡排列，等式 (4.45) 成立.由平凡排列经过一系列的 
对换能得到任意排列，在对换之下， (4.45) 式的等号两端都只改变符号.因此等式 
(4.45) 对任意排列都成立.于是,我们得到 /( ax ,... ? a n ) 的表达式 （4.44). 唯一性得 
证. 

下面验证，式 (4.44) 所确定的函数/是一个满足条件 （4.43) 的多线性函数.首 
先,对任意 i ， 式 （4.44) 可写作 

/(ai，• . • ， CL n ) = ai\U\ -h ai2U2 + • ••十 

其中不依赖于叫.因此固定所有％ u _ o 时， / 是关于叫的线性函数， 
于是/是多线性的.其次，因为 /( ei ,--., e n ) 的表达式 （4.44) 中，只有对应平凡排列 
的项等于1,其他项都是0,所以 (4.43) 式成立 • 

最后证/的斜对称性. 考虑叫 ，叫互换的情况.将全部排列通过 jfc ， 力的对换 
两两配对，使每两个配成对的排列在这个对换下互变.根据命题4.10,在（ 4 .44)式 
中，这样一对排列所对应的乘积项 • • • a nin 带有相反的 符号. 当叫与叫互换时， 
乘积项也互换.因此，叫，叫互换，相当于表达式 (4.44) 中所有项都乘以 -1. □ 

对于 c = 1，满足条件 （4.43) 的唯一斜对称多线性函数记为 det ， 称为数域 F 上 
n 阶行列式函数. 

定义 4.20 设 F 上 n 阶方阵义= ( aij ) 的行向量组为叫 …， 〜，则 

det ( ai ,* ••，〜）=^2 sign (九…，、)％、••• a njn . (4.46) 

称为矩阵4的行列式,记为 det 乂或|4|. 

当 F = R , n = 2, 3时，以上定义与第1章中的定义是一致的 • 对 T n = 1，规 
定 det ( an ) = a n . 由定义知， n 阶方阵4的行列式是所有取自4的不同行且不同 
列的 n 个元素之积 a xjl • • • a njn 的代数和，其中每一乘积项的符号由列指标构成的 
排列 ( jir - Jn ) 所确定，和式中共有 n ! 项.式 （4.46) 也称为方阵 A 的行列式的完 

全展开式. 

将矩阵与它的行向量组等同，可以将上的 n 元函数看成是 M n ( F ) 上的一 
元函数，反之亦然.根据定理 4.10 及行列式的定义，行列式具有如下 性质： 

1°单位矩阵的行列式等于1; 

2°两行互换，行列式改变符号； 

3°某一行乘以一个数,相当于行列式乘以这 个数； 某一行是两个向董的和，则 
行列式等于该行换成这两个向量后所得两个行列式 之和. 
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例如，因为（3,4,5) = (1,2,3)+ 2(1,1,1), 所以 


2 1 
3 4 
1 2 




2 

1 

3 


进一步，若某一行为零，或有两行相同或成比例，则行列式为零. 

定理 4.10 的唯一性可以重述如下. 

推论 4.8 如果/是 P 上的一个斜对称 n 线性函数，那么，对 F 上任意 n 阶 
矩阵 A ， 有 /( A ) = f ( I ) detA . 

当 n > 4时，按公式 (6.6) 直接计算行列式计算量相当大，利用行列式的性质， 
可以简化计算. 

命 《 4.12 方阵的行列式在第一类初等行变换下不变. 

证考虑将 A 的第2行乘以数 fc 加到第1行得到 B 的情形，则 

deti ? = det(ai + ka2 , a2 , …， a „) 

= det(ai , a2 ,. •. ， a n ) 4 - fcdet ( a2 , a2 , • •. ， a n ) = detA . 


其余情形类似可证. 口 

因此，若方阵 4 的行向量组线性相关，则4的行列式等于零. 

我们已经知道初等行变换下行列式的变化规律.由于每个矩阵可经初等行变换 
化为行阶梯矩阵，而每个行阶梯方阵是三角的，因此我们只要会计算三角方阵的行 
列式，就可用初等行变换方法来计算行列式了 • 

命睡 4.13 三角方阵的行列式等亍其主对角元的乘积. 

证方阵4的主对角元之积是其行列式展开式中的一项,鱼符号为正.若4是 
三角的，则展开式中其他项都 是零. 事实上，若叫，％ •••(!‘# 0,则九> 1，为> 
2, • • • , jn ^ n . 但 Jl + )2 + • • • + Jn = 1 + 2 + • . • + n , 所以必有 = 1，= 

2 ， * * * ? jn = 71 . □ 

/I 0 1 1\ 

例 4.23 计算 ciet/4, 这里 >4 = ^ | ^ | . 

\1 1 0 1/ 

解 对 A 作初等行变换如下： 
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所以 det>l = -detB = —1. 

对单位矩阵作一次初等行变换就得到初等矩阵，于是我们得到对应的初等矩阵 
的行列式如下： i ^3 


det ( Pij ( A :)) = 1, detPij = —1, detP ^( A ;) = k , 

对任意矩阵 A 作初等行变换，相当于用相应初等矩阵左乘儿因此，我们可将 

行列式在初等行变换下的变化规律表为如下形式. 

推论 4.9 设4 € M n ( F ), P 为 n 阶初等阵，则 det { PA ) = detPdetA . 

方阵>1经有限次初等行变换可以化为既约行阶梯形.设存在初等矩阵 Pu . 'Ph 
使4 =巧… P k A rref , 应用推论4.9,得 

detA = detP \ - - - detPfcdetA rre /. 

初等矩阵的行列式 非零. 因此 ， detA ^ 0,当且仅当 detA rref / 0.而 A rref 要么是 
单位矩阵因而行列式为1,要么它的最底下一行为0,因而其行列式为 0. 结合定 
理6.13,我们得到可逆方阵的又一刻画： 

定理 4.11 方阵 A 可逆，当且仅当 detA ^ 0. 

进一步，对矩阵有 det ( AB ) = detA •••det 巧 det (木 re / B ) •若4可逆，则 
deti 4 = detPi - - - detPk , det (^4 B ) = 不可逆，则 A rre f 及 的 

最底下一行为0,所以 detA = det ( AB ) = 0. 

定理 4. 12设 >4， B 是 n 阶方阵，则 det ( AB ) = deMdet 石. 

推论 4.10 若4可逆，则 det (^- 1 ) = 

证 因 AA ~ 1 = /,所以 det(AA A ) = det > ldet ( yl _i ) = 1. □ 

定理 4.13 若4为 n 阶方阵，则 detA = deU T . 

证 若4可逆，将災写成初等阵之积 A = A …八，则 A T 初等 

矩阵的转置还是初等矩阵，第2, 3类初等阵是对称的,而第1类初等阵的转置还是 
第1类的，其行列式为1，于是 det ( P t T ) = detP x . 因此由推论 4.9 得 detA T = detA 
如果可逆，则 ( A T ) T = A 可逆.因此，若 A 不可逆，则也不 可逆. 此时， 
detA = det (4 T ) = 0. □ 

由于上述定理，行列式性质中“行”改为“列”仍成立.特别地，有 
推论 4.11 方阵4的行列式是4的列向量的斜对称多线性函数. 
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定理 4.14 设 A S 分别为 m 阶和 n 阶的方阵，则 


det 



C \ (A 

) = det^ldetB = det ( 

BJ \D 



证当 A C 固定时，左边行列式是其后 n 行的斜对称多线性函数，因而是关 
于 S 的行 向量的 斜对称多线性函数.由推论 4.8 得 

(A C\ fAC\^ n 

det ( I = det [ ) detB . 

\o b ) Vo i J 

同理，当 C 固定时， det 了)是关于 / 的列的斜对称多线性函数，故 


det 





deti 4 


= det A 


应用定理4.13,我们得到第二个等式. 口 

例 4.24 计算 Vandermonde 行列式： 



1 

1 

l 

… 1 


工 1 

X2 

工 3 

… X n 

V{xi y x 2 r- = 

X\ 2 

# 

# 

X2 2 

• 

• 

♦ 

• 

… Xn 2 

# • 

# • 


籲 

工 r 1 

蠢 

x 2 

參 

工 r 1 

籲 • 

^Ti— 1 

… x n 


解从第 n 行开始每行加上前一行的倍，由定理4.14,命题 4.12 得 

V { xi , x 2 ^- , x n ) 



1 

1 

1 … 

1 


0 

^2 - ^1 

Xs ~ X\ • • • 

工 n — 工 1 

— 

0 

譬 

X 2 (X 2 - 怎 1) 

• 

■ 

^ 3 (x 3 — X\) 

• • 

A m 

^n(^n — 工 1) 

♦ 

# 


• 

• 

0 

镰 

^2~ 2 ( X 2 一 工 1) 

• • 

xj " 2 ( x 3 -Xi) ••- 

m 

x^~ 2 {x n - Xi) 

= I 

( 怎 2 

-Xi)--(x n -Xi)V ( x 2 , x 3 , …， Xn). 



重复上面的步骤，最后得 

V"(Xi ， X2, • • * ’ Xn) = 11 _ *^i)* 
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对任意矩阵木选定若干行列，这些行列交叉点处元素形成的矩阵称为 A 的一 
个子矩阵. 4的 fc 阶子方阵的行列式称为4的 A : 阶子式. 

如果 A 是一个方阵, M 是4的一个子式,划去 M 所在行列之后，4的余下行 
列组成的子式 M ' 称为 M 的余子式 . Af 带上符号后，即称为 M 的代数 
余子式，其中 s 是 M 所在行列指标之和. 

特别地，设4是一个 n 阶方阵,划去4的第 i 行和第 j 列之后，所得的 （n - 1) 
阶子式称为^的 （ i , j ) 元的余子式，用从,表示.令 

■ 

An = (- l ) i + i M 0 (4.47) 

称为4的 （ U ) 元叫,的代数余子式. 

引理 4.1 将 n 阶方阵4 = ( a { j ) 的第 i 行的元素除外，其余都换为0,所得 
矩阵记为山，则 detail = aijAij , BP 

an … a\j … ai n 

# • • 

# # » 

• 镛 # 

0 … dij … 0 = aijA{j 9 

• 钃 • 

• # • 

# • # 

Onl … 0, n j … a nn 

证将第 i 行依次与它上面的行对换，第 j 列依次与它左边的列对换，共进行 
i - l + j -1 = i + j -2 次对换，得到如下行列式： 

dij 0 … 0 

ai) an … a\ n 

• • • > 

• 參 • 

» • # 

^nj • • • dnn 

其中右下角对应《„的余子式.由定理4.14,此行列式等于 a i ： i M tj) 考虑到对换引起 
的符号改变，即得引理结论. 口 

定理 4.15 设 A 是一个71 (n ^ 2) 阶方阵.则 

n n 

» detA = ^ ^ ajj Ajj = ajj Ajj • 

j=l i=l 

证 detA 的完全展开式中每一项恰含第 i 行中一个元素，前面引理表明，所有 
含的项之和为于是得到沿第 i 行展开的公式.类似地,得到沿第 j 列展 
开的公式. 口 
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上述两式分别称为4的行列式按第 i 行与第 j 列的 Laplace 展开式.下面我们 
将行列式展开定理推广至更一般的情形，即按多行（列）展开. 

定理 4.16 在 n 阶方阵4 = ( aij ) 中任意取定 p 行，则4的行列式等于这 p 行 
元素所组成的一切 P 阶子式与对应的代数余子式的乘积之和. 

证 取定4的 P 行以后，任取4的 P 列就得到 A 的一个 P 阶子式，共有 
t ={ n p ) 个子式，记为对应的代数余子式分别记为 M { 的完 
全展开式是 P ! 项之和，每项都是位于抓的不同行列的 P 个元素之积带上符号.冷 
是 （n - p )! 项之和，每项都是位于非从所在的不同行列的 （n - p ) 个元素之积带 
上符号.于是每个乘积 MiAi 展开后就是 p!(n - p )! 项的和， t 个这样的乘积总共有 
印 ! (n - p )! = n ! 项，每项都是位于3的不同行列的 n 个元素之积带上符号,这些项 
显然互不相同.因此只需证明，每一项和 A 的完全展开式中的对应项符号 相同. 

先看 A 的前 P 行, P 列构成的子式 Mo 的情形. M 0 Ao 的一般项为 


sign(fci ，…， fcp ) sign ( fcp + i ，…， k n ) a ikl - - - a pkp a p ^ ik p ^ - - - a nkny (4.48) 

其中 01， …， fcp ) 为 1,***, P 的一个排列， （ Vm ， …， fcn ) 为 p + lr "， n 的一个排列, 
因而 （ h ，…， fcn ) 为的一个排列，当1彡 i 彡 P ， 而且 P +1 彡 j 彡 ri 时，有 
ki 〈 kj ， 故 

sign ( fci ,* - • , fc n ) = sign ( fci , •. ，， fc p ) sign ( fc p+1 ，• • • ， fc n ). 

因此 （4.48) 式恰好是 detA 的完全展开式中的 一项. 

设从是第力， • • •， j p 列确定的子式，是它的余 子式. 通过对换相邻两行，两 
列的方式，依次将4的第 “,•••,& 行分别移至第1，…, P 行 M 的第九…， j P 列分 
别移至第1，…, P 列,所得矩阵 记为从 总共做了 - 1) +…+ ( i P - P ) 次行对换, 
(A - 1) +…+ 0 P - P ) 次列对换.于是 

detB = ( 一 1) 乙 『:1 ⑷七 一 WP+DdetA = (-l)n (it+J *)det>4. 


又 


M S A S = 


由前部分证明知， M s M f s 中每一项是 detB 的完全展开式中的一项,所以 M , 汔中 
每一项恰好是 detA 的完全展开式中的一项. 口 

定理 4.14 和定理 4.15 都可看作定理 4.16 的特例 • 

例 4.25 将3阶方阵 A = ( aij ) 3 的行列式按第1，2行展开 如下： 



an 

«12 

(-l) 6 a 33 + 

a!i 

a 13 

(一 l) 7 a32 + 

«12 

fl21 

辽 22 



«21 

«23 



^22 

an 

江 12 



013 

麄 

L 

«12 a 13 




^33 — 



a32 十 


^31- 

«21 

«22 


^21 

023 


• 

1 

^22 «23 



辽 13 

^23 


(一 i)V 31 
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这与按第3行展开结果一致. 

1 1 0 


例 4.26 计算、 


1 1 1 


0 0 
0 0 


0 0 0 


0 0 0 …一 1 1 
解显然,= 1, A 2 = 2. ^ A n 按第1行展开，得 


△n = — 1 + 2* 


解递推关系 (4.49) 即可求出厶 n . (4.49) 形如 △" = (a -h 6) A n 
a + 6 = 1， = -1， 解得 


abA 


r 


a = 3(1 + >/5), 6= -(1 - Vb ), 


A n — aA n 


An_6A 


n 


6(A 

a(A 


aAn - 2) 
6A n _ 2 ) 


= 6 n - 2 (A 2 -aA 1 ) 
= a n - 2 ( A 2 -6 A !). 


解上面方程，得 




△2 — CL^ 

b{a - 6 ) 


将“， A 2 , a ， 6的值代入上式，得 


A n 


\/5 r/M-v^\ n+1 


例 4.27 计算 △ 


5 




2 




n+l 


Cl 


b n 


解重复利用 Laplace 定理将行列式按首尾两行展开，得 


A = (a\bi — C\d\) 


^2 


C 2 


Cn 


n 


•=： 


n ( a # 


(4.49) 
- 2 . 为此，令 







4 . 3 方阵的行列式 


1_ 2 I ~ 2a - 

<=1 n 

=(-2 ) n _ 2 ai … a n (( n -2) 2 - ^ 

4.3.3 Cramer 法则 

在 4.2 节开头，我们说过，当4可逆时， A - l B 是方程 AX ^ B 的解. Gauss 消 
去法是这个解法的推广.因此，作为特例，可以用初等行变换方法判定一个矩阵是 
否可逆,并求它 的逆. 根据定理4.11，也可以用行列式来判定矩阵的可 逆性. 下面我 
们用行列式给出逆矩阵的公式，从而得到用线性方程组的系数表示解的公式，即经 
典的 Cramer 法则.更一般地，用行列式刻画矩阵的秩. 


0 ai -f «2 … a \ 4- a n 

0L2 ^ 0 • • • 沒 2 + 

參# 攀 

籲參 # 

a n -f- CL n + fl2 • • • 0 

解 下面的第 1, 3, 6 步利用了定理 4.14 或 Laplace 定理，丑 是第2 个等号后 
对应的矩阵.第5步是用第3列以后的列乘适当的数加到第1，2列，使这两列中除 
第1，2分量外其余分量都化为 0. 



例 4.28 计算 
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引理 4.2 设>1为 n 阶方阵.则 

n n 

当 i # A ： 时， ^2 a ij A kj = 0,当 j _ A : 时， a iJ A ik = 0. 


证将矩阵 4 的第 fc 行换成它的第 i 行，得矩阵5,则 B 有两行相同，因而 
detB = 0. 另一方面，可以沿 B 的第 A : 行展开来计算 detB , 注意到 b kj = a ij9 B kj = 
A kjl 我们得到 

n n 

0 = detB = ^2 b kjB kj = ^ aijAkj. 

i=i j=i 

同样地可证另一 等式. 口 

定义 4.21 设 4 =( 叫）是 n 阶方阵.令 


Ml Ml ••• A n i ' 

力 12 乂 22 … A n 2 

ex\]A = • 

I • 參 •蠢 

• # • 

\ ^ln ^2n • • * ^nn J 

我们称 adjA 为矩阵 4 的伴随矩阵，其中木 > 是叫,的代数余子式. 
将定理 4.15 和引理 4.2 合起来，我们得到如下矩阵等式： 

> ladj ^4 = (ad]A)A = ( det >4)/. 

定理 4 .17 如果 n 阶方阵 Z = ( a 0 ) 可逆，那么 



det ^4 


adjA 


(4.50) 


(4.51) 


(4.52) 


证若4 =(叫）可逆，则 detA # 0,由 (4.51) 式即得 （4.52) 式. 口 

考虑 n 个变 M n 个方程的线性方程组： 


CL\\X\ + ^12^2 + • • • + 0^\ n X n = b\ 
^21^1 + <222 工 2 + • • • + fl2n^n = ^2 

、 flnl 工 1 + ^n2*^2 + • • • + 0>nn^n ~ 


(4.53) 


令火 = ( aij ) y B = (6!,...,6 n ) T . 系数矩阵力的第 i 列换为常数项 B 之后，所得方 
阵记为次 (i = l ,--, n ). 

定理 4 .18 ( Cramer ) 如果 detA ^ 0,那么线性方程组 (4.53) 有唯一解： 


detAj 

Xj = d ^4 ? 


j = 1，…， n . 


(4.54) 
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证当 detA / 0时， A 可逆.因此 A - 1 B 是方程 AX = B 的唯一解，而 
且， 

Xo = dii (ad ^ B 

j=l j=l 

/ det -4 i deti 4 n \ T 
\ detA 5 ， deti 4 / 

定理得证. 口 

以上推导实际上就是2, 3阶情形的消元法的推广.根据定理 4.15 和引理 4.2. 
为了求巧，把 （4.53) 中第 i 个方程乘以并把这些方程加起来，同时消去变垴 

( a \ jA\j + . • • + a n jA n j)xj = ( b\Aij + • •. + b n A n j )， 

即 

detAxj = detAj . 

因此，当 detA / 0 时,方程组 (4.53) 有解 (4.54). 

以上定理称为 Cramer 法则.它只能应用于解方程个数和变 M 个数相等,且系 

数矩阵的行列式非零的线性方程组.根据 Gauss 消去法理论，当系数矩阵的行列式 

为零时,方程组可能是不相容的，或者是不确定的. 

推论 4.12 设欠=(%)为 n 阶方阵，则有 

det ( adjA ) = ( deti 4) n_1 . 

证 由 (4.51) 式得 det(adj>l)det>l = (deti4) n . 所以，当 deti4 # 0 时，有 
det(adji4) = (det4) n_1 .当 det^4 = 0 时，有 （ adji4)y4 = 0, 即 >1 的每 一 列都是齐次线 
性方程组 (adjyl)X = 0 的解.假设 det(adM) 一 0, 则齐次线性方程组 （ adjA)Jt = 0 
只有零解，由此得 4 = 0, 从而 adj>l = 0, 矛盾.因此，当 detA = 0 时，也有 

det ( adj ^4) = 0. □ 

定理 4.19 一个矩阵的秩等于其非零子式阶数的最大值. 

证设4的秩是 r ， s 〉 r ， 则 A 的任意 s 行线性相关,因此乂的任意 s 阶子矩 
阵的行向量也线性相关，所以4的任意 s 阶子式为零.考虑由4的 r 个线性无关 
的行构成的子矩阵，它的秩也是 r ， 因此它有 r 个线性无关的列，这些列组成的 r 阶 
子式非零.反之，若4有一个 r 阶子式非零，所有 r + 1阶子式为零,那么乂有 r 行 
线性无关，任意 r + 1行线性相关.因此4的秩是 r . □ 
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习题4 

若未说明，所有矩阵都是某个数域 F 上的矩阵. 

4.1 节习题 

1•设 >4 = (1 2 3 )， B = (1 1 1) ,求 AB , BA . 

2. 计算 AB , BAx 

1) 设 >4二 (00)3 X3 , B = diag ( 6i , 62 , 6 3 ); 2) 设浹 B 都是3 x 3上三角矩阵 • 

3. 设 >4 € M 3 ( F ). 计算 PA 和 AP ： 



5. 计算下列矩阵的 n 次方幂 （ n 为正整数 



6. 称矩阵 B 与矩阵 A 可交换，如果== 求与矩阵乂可交换的所有矩阵： 

( 1 0 0\ /I 0 0\ 

0 3 0 I ; 2) A = I 0 1 2 1. 

0 0 6/ \3 1 2/ 

7. SD = diag (山，…， A ), 且山，…，两两不同.求所有与 P nj 交换的 矩阵； 

8. 证明：若矩阵4与所有 n 阶方阵可交换，则 A 是数贵矩阵，即4 == A : Jn , keF . 

9•设人丑€ Af n ( F ), 且>1， B 可交换 • 证明： 

1) ( a + B) m = £ ⑺ wn 

t =0 

2) A m - B m = (A - B)(f ； 护 - 1 ). 

fc=l 

10 .设 4 G M n ( F ) 是可逆矩阵， ai ,.. , a fc € F nX \ 证明* •••，《* 线性无关当且仅当 
Aa !,..., Aa fc 线性无关. 

11. 证明：若方阵 A 幂零，即有知6 N ， 使得 W = 0,则 J - 乂与 J + >4是可逆矩阵. 

12. 证明，一个矩阵如果有一行为零，则它不是可逆矩阵. 

13. 设 A，B € Afn ( F ). 证明 I AB - BA ^ 1. 

14. 设汔 BGMn ( F ). 证明： 

1) 若炉= B 3 , A 2 B = D 2 A y 且 A 2 + B 2 可逆，则 A = B ; 
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2) 若 >4 + B 可逆，则 A ( A ^~ By l B = B { A ^ By l A . 

15. 设 >4, B 6 M n (F). 证明： 

1) 若可逆，则 4 和 B 都 可逆； 

2) 若 J 一 >15可逆，则 I - BA 可逆； 

3) ^ A , B , AB ^ I 可逆，则災一丑一 1 和（乂一 矿 1 )- 1 - A ~ l 都可逆，且 

((A — - A - 1 )' 1 = ABA-A (华罗庚等式). 

16. 设 A € F mxn . 证明 * 存在矩阵琴使得丑災=/„当且仅当 A 的列向量组线性 无关; 

存在矩阵 B ， 使得力 B 当且仅当4的行向量组线性 无关. 

17. 证明，两个 n 阶上三角矩阵的乘积还是上三角 矩阵； 严格上三角方阵是可逆矩阵. 

18. 证明：若4是可逆对称（斜对称）矩阵，则 A- 1 也是对称（斜对称） 矩阵； 两个 n 阶对 
称矩阵的乘积在什么条件下也是对称矩阵？ 

19. 设 A 为实对称矩阵.证明， A 2 =0 当且仅当 A = 0. 

20. 证明， M n (R) 的下列子集州是子空间，并且给出 W 的一个基，指出其维数. 

1) 对称矩阵 全体； 2) 斜对称矩阵 全体； 3) 上三角矩阵全体. 

21. 5, T 分别表示 M n (F) 中对称，上三角矩阵构成的子空间.证明 * M n (F) : SeT . 

22. 令 K = Af2(F), U = € V : an + aia = o|, W = ^ V : an + 021 — o|. 

1) 证明： K W 是 V 的子空间； 

2) 求 t/， 州， u -^ w , unw 的 维数； 

3) 给出 K 的一个基 ( A u A 2t A 3) A 4 ), 使得 A 2 = Ai, i = 1,2,3,4. 

23. 用分块乘法计算矩阵乘积： 



24. B y C, M„(F), 且 >1 可逆 . 求矩阵 X , 广使得 

/ I 0\ /A B\ _ /A B \ f A B\ // Y\ _ /A 0 \ 

\x 1 ) Vc d) = U dJ 1 Vc d) Vo i) = \c d 2 )' 

25. 设 4 C € M n (F) 可逆 ， X = (; 。 证明： X 可逆，并求 X 一 1 . 

26 . 设 >1 =diag(aiJ ni ， … ， a a Jrv a )， 其中 ai,-*-a s € F 两两不同 . 证明：与乂可交换的矩 
阵是 diag ( 执 ， … ， B s ) f 其中氏是 m 阶矩阵， »=1, 

27. 设 ei = (1,0,-t), e 2 = (1 + t, 1 - t, 1), e 3 = 证明 ：（ ei, e 2 , e 3 ) 是 C 3 的一 

个基，并求向童 a = (a 1? a 2> a 3 ) 关于此基的坐标 . 

28. 在 F 4 中，求由基 (e,,e 2 ,e 3 ,e 4 ) 到基 ⑷ ，办，办， d 4 ) 的过渡矩阵，及任意 a e F 4 分别 
关于这两个基的坐标，其中 

ei = (1，2, 一 1，0)， e 2 = (1， — 1 ， 1 ， 1 )，63 = (―1，2,1，1)，=(一 1， —1,0,1); 

di = (2,1,0, 1), d 2 = (0,1，2,2)， * = (-2,1，1，2)， 山 =(1，3,1， 2). 
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29•设 （ ei , e 2 , e 3 ) 是3维空间 K 的一个基， （/ i , / 2 , / 3 )是其对 偶基. 证明：向 fi 组 
e \ = e ! + 2^2 + 3 e 3 ，ei = ei + e2 — 63 ， = ei + 62 也是 V 的基，并求其对偶基. 

30. 将平面或空间点与向 fi 的坐标变换公式写成矩阵形式，然后写出它们的逆变换公式，及 
连续两次坐标变换的复合变换公式. 

4.2 节习题 • 

31. 用 Gauss 消去法解下列 R 上线性方程组， 


: Cl + 3 工 2 + 5x3 "• 4X4 = 1 ， 

Xl + 3a：2 + 2X3 — 2X4 + 怎 5 = 一 1, 
X\ — 2X2 + X3 — 工 4 — 工 5 =3 ， 

XI — 4x2 + X3 + X4 — X5 = 3, 

XI + 2X2 + 怎 3 一 工 4 + X5 = 一 1; 


X\ — 4X2 + 2X3 = 一 1 

—Xl + 11X2 一 X3 = 3 
3 a：i — 5 x 2 + 7 x 3 = 


32. 证明 ： R 



AX = B 如果有多于一个的解，则必有无限多解；如果它在 C 


上是相容的，则在 R 上也是相容的. 

33. il ! k 为何值时，下列 R 上线性方程组有解，有唯一解或无解？有解时,求一般解. 


XI + 2x2 + 4X3 + 4 j ：4 
怎 2 + 怎 3 + 2^4 = 3, 

Xi + 2a：3 = k\ 


Xi + a ：2 + X 3 
X\ + 2x2 — fcX3 

2 xi 一 a ：2 + 3 x 3 


34. 求可逆矩阵 P ， 使得为既约行阶梯矩阵 


2 3 


2 3 


1 0 


110 0 
10 0 1 


35. 下列矩阵是否可逆？若可逆，求其逆矩阵: 


1 - 


0 1 


1 0 


1 0 


0 2 4\ 

2 6 4; 

3 3 1/ 


0 0 0 1 
10 0 0 
0 10 0 
0 0 10 


36. 求矩阵； C ， K ， 使得 AX = B , YA = Br 


1) A 


, B 



2) A = (<2 ij)m B = (^ ij)ru 其中 


37. 证明：矩阵的第 2 类初等行变换可以通过第1类和第3类初等行变换来实现. 

38. 在 R 4 中，把向量6= ( I ， 2 , 1,1) 表成向童 a 1? a 2 , a 3 , a 4 的线性 组合： 

1) ai = (1, 1 , 1, 1), a 2 = (1, 1, -1,-1), a 3 = (1, -1, 1 , -1), a 4 = (1,-1,-1,1); 

2) ai = (1,1,0,1), a 2 = (2,1,3,1), a 3 = (1,1,0,0), a 4 = (0,1,-1,-1). 

39. 求由 R 4 中向童 （1,0, 一 2,1)，(2,-1,2,1), (1，1,1,1)，(0,1,0,1), (0,1,1,0) 张成的子 
空间 W 的一个基. 

40. 求由 R [ x ] 4 中下列多项式组张成的子空间 W 的一个基： 

2 -f x - I - 2 x 2 -f 3 x 3 , 4 + 2 x + 4 x 2 + 6: r 3 ，6 + 3 x + 8 x 2 + 7 z 3 ，2 + x + 5 x 3 ，4 + x + 9 x 3 . 


41. 求由 Af 2 ( R ) 中下列矩阵组张成的子空间 W 的一个基. 


: 1 )， ㈡， G :)， ( 


42. 求下列矩阵的秩 


4 


)•( 


2 


2 


0 -1 -1 


2 0 


2 4-20 
0 6-11 

3 0 0 1 


14 12 6 8 2 
6 10 21 9 17 


1 0 0 


35 30 15 20 


0 0 13 6 

1 2 3 14 32 

4 5 6 32 77 


43. 设>1 e M n ( F ). 证明： rank ^ = 1,当且仅当存在0 # a , € F n ， 使得>1 
44•.设 rank>l = r . 证明， A 可以表示为 r 个秩为1的矩阵之和. 

45. 设 B e F mxn 1 C € F nxp t rankC = n. 证明：若 BC 1 = 0, 则 B = 0 . 

46. 设 >4 ， 2? € F mxn . 证明： rank(i4 + B ) 彡 rank>4 H- ranki?. 

47 •设災 e F mxn , B e F nxp . 证明， 

1) Nulli ? C N \ iW ( AB ), Co\A D Col ( AB ); 

2) 若 = 0, 则 Col0 C NulL 4; ranleA + rankB ^ n. 

48. 设 AeA/nCP). 证明： 

1) 若 A 2 = 0,则 CoM C NulU ; 

2 ) 若 A 幕零，则 dimNulU > 0; 


a b 
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3) 若 i4 2 = /，则 rank(v4 -f /) 4- rank(i4 — /) = n; 

4) 若 >1 2 = >1 , 则 rankA + rank(>l — /) = n. 

49. 设力 €R mxn . 证明 * 

1) RowA n NulU = {0}; 2) NuU(>TA) = NuiU; 3) T8Jik{A T A) = rankA 
50 •设乂 € F mxn , 定义 La : — F' L A (X) = AX. 证明 》 

1) L a 是单射当且仅当 >1 的列向童组线性 无关； 

2) La 是满射当且仅当 4 的行向量组线性 无关； 

3) L a 是双射当且仅当 4 是可逆矩阵 . 

51. 设 4 e Af n (F). 证明，或者对所有 B € F nxl , 方程儿 V = B 有解，此时 = 0 只 
有零解；或者存在 B€F nxl 使得方程 AX = B 无解，此时 AA ： = 0 有非零解 . 

52. 设 A, B 分别为数域 F 上 mxn ， nxp 矩阵， 1/ 为 {AB)X = 0 的解空间 . 证明 • 

dimZ/B(f/) = rankB — rank(AB). 

53. 设 >1 ， C 分别为数域 F 上 mxn, nxp, px q 矩阵 . 证明 * 

1) Tank(AB) ^ rank>l + rankB — n; 

2) rejak(ABC) ^ rank(^4B) -f rank(BC) - rankB. 

54 . 求 NulL4 及 Co\A 的一个基和维数： 



55 .设 W 是齐次线性方程组 AX = 0 的解空间，这里 


1 - 1 0 2 -3 1、 

、2 -1 -1 3 —4 4 J 

1 ) 证明 * 沒= {(0,-1 ,0,1,1,0), (1，0,1,1,1，0 )}是 W 的一个线性无关 子集; 

2 ) 将 S 扩充为州的一个基. 

56.当 a , 6 取何值时，下列 R 上线性方程组有唯 -解？ 



57. 设 W = {火 € Af n ( R ) : trA = 0}. 求一个子空间 W \ 使得 M n ( R ) = W ㊉ 

58. 实齐次线性方程组 a + • • • + a: n = 0与心 — 而 +1 = 0, i = 1, • • • ， n - 1的解空间分别 
记为 Vi 和 V 2 . 证明： R n = Vi ㊉ V 2 . 

59. 考虑 R 4 中由^ = (1，1，一1,2)和6=(1,1,0，1)张成的子空间求一齐次线性方程 
组，使得它的解集为 

60. 分别求 R 4 的子空间 < ai ， a 2 ，( i 3 》 与 ( 61 , 62 , 63 ) 的和与交的一个基，并指出其维数. 

1) ai = (1,2,1,-2), a 2 = (2,3， l ，0), a 3 = (1，2,2, 一 3); 
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fei = (1 T 1,1,1), 6 2 = (1,0,1,-1), 63 = (1,3,0, -4); 

2 ) a 1 = (l, 1 , 0 , 0 ), o 2 = ( 0 , 1 , 1 , 0 ), a 3 = ( 0 , 0 ,l,l); 

61 = ( 1 , 0 , 1 , 0 ), 62 = ( 0 , 2 , 1 , 1 ), 63 = ( 1 , 2 , 1 , 2 ). 

61. 设 dimV = n. 证明： K 上 n 个线性函数 /!,•••,/„ 作成线性空间的一个基的充要 
条件是，不存在非零向贵 x€ V, 使得 /i(x) = ... = / n (x) = 0. 

4.3 节习题 

62. 决定以下排列的逆序数和奇偶性： 

1) (1 ， 9, 6 ,4,5, 8 ,7,3, 2); 2) (9, 8 , 7, 6 ,5,4,3,2, 1); 3) (n, (n — 1)， • •. ， 2, 1); 

4) (l ， 3 ， ." ， (2n-l) ， 2,4 ， ." ， 2n); 5) (2,4,… ， (2n) ， 1 ， 3,… ， (2n - 1)). 

63. 已知排列 (Xi,X 2 ,-**,Xn) 的逆序数为 a ， 求排列 (x n ,x n -l ? ---,xi) 的逆序数 . 

64. 按定义证明下列行列式等于 0: 


ai 

61 

Cl 

02 

62 

C 2 

03 

63 

0 

a4 

64 

0 

as 

65 

0 

; 2 ) E 

aiji 

° 2 ji 

t 

■ 

a lj2 

a 2j 2 

• 

• 

… ai jTl 

… a ， 2jn 

• • 

• • 

di 

d，2 

0 

0 

0 

Ul r m tJn)€S n 

w 

• 

# 

♦ • 

e\ 


0 

0 

0 


a nji 




65. 证明： 

dctA = ^ (― l) T(tl * ' ,ln) ai,i 

(M j'- m ^rx)€S n 


66 . &A, A u A 2 £ M n (F). ^ 


A 2(^j) = A(^j) - Ai(-J), j = 1,•••,«• 


证明！ det>li = \)detA] detA 2 = -(n - 2 ) 2 n ~ , det>l. 

67. 证明：奇数阶斜对称矩阵不可逆 . 

68 . 计算下列行列式： 


1 ) 


1 

5 

8 

0 


0 0 
2 0 
6 3 
9 7 


0 

0 

0 

4 



3) 


0 a 
b 0 
0 0 
0 0 
0 0 


0 0 0 

0 0 0 

c 0 0 

0 0 d 

0 e 0 



4 ) 


1 

2 

3 

4 


a 

0 

0 

b 


1 + X 

1 1 

1 

2 

3 

4 

1 

; 5) 

0 

c 

d 

0 

; 6) 

1 

i-x 1 

1 1 + y 

1 

1 

3 

4 

1 

2 


0 

e 

f 

0 

1 

4 

1 

2 

3 


9 

0 

0 

h 


1 

1 1 

1 - y 
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a 2 

(a+1) 2 

(a + 2) 2 

(a + 3) 2 


cosO 

sinO 

cosO 

sin 6 

b 2 

0+1) 2 

(6 + 2) 2 

(6 + 3) 2 

； 8) 

cos 29 

sin 20 

2 cos 20 

2 sin 20 

c 2 

(c+1) 2 

(c + 2) 2 

(c + 3) 2 

cos 30 

sin 30 

3 cos 3^ 

3 sin 30 

d 2 

(d+1) 2 

(d + 2) 2 

(d + 3) 2 


cos 40 

sin 40 

4 cos 40 

4 sin 40 


69. 计算下列 n 阶行列式 


2 ) 


5) 


X 

y 




X 

y 

• 

# 

♦ 

參 



% 

% 

x y 

y 



X 

l 

2 

3 

… n 

2 

2 

3 

… n 

3 

聲 

争 

• 

3 

• 

參 

• 

3 

• 

雖 

• 

… n 

參 • 

_ • 

• ♦ 

n 

n 

n 

… n 


n — 1 


do 

oi 


1 

ai 

ai 2 

n_2 

• • • CL\ 

ai 

1 

• 

• 

OL2 

% 

■ 

a2 2 

• 

Tl 一 2 

• • • 0L2 

• 

02 

♦ 

# 

▼ 

參 

1 

w 

# 

On 

• 

a n 2 

等 

n n—2 
… Cln 

• 

X 

ai 


… a n -i 

l 

ai 

X 

d2 

… CLn^l 

l 

ai 

• 

# 

CL2 

• 

# 

• 

• 

… An-1 

» 

# 

# 寒 

l 

零 

• 

奉 

ai 

鲁 

a2 

參 

03 

癱 奉 

… X 

m 

1 

Ol 

a2 

az 

… an 

1 



0 

1 

1 

1 

… 1 

ao 1 

• • • 1 

0 




1 

fll 4 - 02 

ai + a3 

… ai + a n 

1 ai 



0 • 

修 



9). 

m 

m 

. ;10) 1 

參 

霉 馨 

a2 + ai 

攀 

02 4 - d3 

• 

• • • 02 + On 

參 

l 

m 

• 

On— 1 _ 

• 

• 

# 

m 

• 

馨 

• 

• 


1 

a n + ai 

Cln 4 - 02 

a n + a3 

… 0 


70. 计算下列 n 阶方阵的行列式 : 


1) (a* - bj); 2) (1 十 x?); 

5) ((A)); 6) (1 + M 0 ); 

S) A = (a 0 ), 当 W 时，叫 


3) (^7T6-)5 4) (sinj^); 

7) (2 + (i-2)^). 

aibj ， 当 i < j • 时， fly 


9) A = (an ), 其中所有 aii = 2 , 当 li - jl = 1 时 ， ay 


Oj^i ； 

一 1 ，其余元为 0; 








10) A = ( oy ), 其中所有 = 2 cos 0，当卜 - j | = 1 时 ， ay = -1; 其余元为 0. 
71•用 Cramer 法则解卜‘列方程组： 



2x\ — X 2 + 3x3 4 - 2x4 = 6, 
3x\ — 3X2 + 3x3 + 2x4 = 5, 

3xi 一 X2 一怎 3 + 2x4 = 3, 

3xi — X2 + 3X3 — X4 = 4, 



Xl + 2x2 ~ 2x3 + 4X4 一 X5 = — 1, 

2xi — a：2 + 3x3 — 4x4 + 2x5 = 8 ， 

3xi + X2 — 工 3 十 2x4 — X5 = 8, 

4xi + 3X2 + 4a：3 -1- 2X4 + 2x 5 = -2, 

X\ — X2 — 工 3 + 2X4 — 3X5 = —3. 


72. 考虑方程组 （4.53). 证明： 

1) 若 dot A = 0,而对某个 i ，detAi # 0,则方程组是不相 容的； 

2) 如果 detA = detA l = = det >4 n = 0, 则方程组要么是 +确 定的，要么是不相容的，并 

举例说明，两种情况都有可能 • 

73. 设 A 为 n 阶可逆矩阵，且所有元 ay 都是整数.证明： 4 — 1 的所有元都是整数当且仅 
当 det ^4 = 士1. 

74. 设 B = C ^ AC . 证明：总 B 有相同的行列式. 

75. 设 Ae Af „( F ). 证明： 

1) 若4有一个 r 阶子式 M # 0,以 A / 作为子式的 r + 1阶子式都为零，则 rank /1 = r ; 

2) 若 mnkX = 7•，则4的任意 r 个线性无关行和 r 个线性无关列构成的子式非芩. 

76. 设(7, DeA / n ( F )， M = (二二)•证 明： 

1 ) 若 >4可逆，则 detA / = dctAdet(D - CA ~ l B )\ 

2) 若 >4 C 7 = CVI ， 则 det.M = det(AD - CB )\ 

3) 若 >4 = D，B = (7, 则 detA / = dct (4 + B ) det(A - B ). 

77 . 设 >1 € F mxn , F nxm , 证明 ： / m - 可逆当且仅当 /n - 可逆 • 

78 . 设 A € M n ( F ) (n 彡 2 )，S = ad ] A . 证明 《 

1) 当 rankyl 等于 n ， 等 p n — 1, 或小丁 • n — 1 时， rank /? 分别等于 n ， 1，或 0; 

2) 当 n > 2 时 ， adjB = ( det >4) n ‘ 2 九 

79 . 设冷 B 是 n 阶方阵 （n 彡 2). 证明： adj ( Ai ?) = adjBadjA 

80 . 设 4 € F mxn , B e F nxm , n > m . 对于 1 彡 h < . • • < i m 彡 n ， 由 A 的第 

列组成的 4 的子矩阵，记为由谷的第行组成的 B 的子矩阵，记为 
B ( i \ ， •. • ， im )_ 证明 Cauchy-Binet 公式： 


dctAD = ^ det /4( ti ,* • • t i m ) detB ( ii , • • • , i m )- 


81. 证明：如果直线 



a\X -f- b\y + ci2 + d\ = 0, 

020 ： + lf2p + C2Z 十 （ i2 = 0 


J (I 3 X + b 3 y + c 3 z + cb = 0, 

I U4X + lup + C 4 Z + c/4 = 0 
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相交，那么 


ai 

bi 

Cl 

d \ 

02 

b2 

C2 

d2 

= 0- 

03 

b 3 

C3 

d.3 

0*4 

64 

C 4 


82. 求三个平面 aix + CiZ + di 

— 

0, i : 

= 1 ， 2 , 3 分别满足下列关系的充要条件: 


1) 有一个公共点； 2) 有一条公共 直线； 3) 三个平面 平行； 4) 三个平面构成三棱柱 • 


第 5 章多项式 

本章主要讨论一元多项式的求根问题及更一般的因式分解问题.多项式和整数 
有很多相似之处，我们将类似地介绍多项式的带余除法、整除、最大公因式、互素、 
不可约多项式等概念，并证明数域上的一元多项式环是主理想整环，因而是唯一分 
解整环的结论，从而对多项式环的结构有一个初步的了解，作为今后进一步学习抽 
象代数的基础，也为后面研究单个线性变换的结构作准备.另外，也简单介绍多元 
多项式的概念,讨论对称多项式的基本性质. 

5.1 基本概念 

5.1.1 代数 

定义 5 .1 设 F 是数域 .F 上的一个代数4是 F 上一个线性空间，且对>1中 
任意两个元素 a 与6,有唯一确定的一个元素 c 与之对应， 称 c 为 a 与 b 的乘积，记 
为 ab 、 称此运算为>1的乘法，还满足下列性质: 

夢 

1) 对任意 a, 6， c € *4,有 a(6 c ) = ab -\- ac, ( ab ) c — acbe ; 

2) 对任意 k £ F, a, 6 € A ，有 (ka)b = a(kb) = k(ab). 

如果代数 >4 中存在元素1，使得对任意 a， 有 la = al = a ， 就称1为 Z 的单位 
元.易知，若4有单位元,则单位元是唯一的. 

代数 >4称为交换代数，如果它的乘法满足交换律： M = 6a, V a, 6 G ^1;代数 A 
称为结合代数，如果它的乘法满足结合律： ( ab)c = a(6c), V a, fe , c E A. 

例 5.1 设 F 是数域 L 的子域，则 L 可以看作 F 上一个代数.特别地，数域 F 
是 P 上一个代数.复数域 C 是实数域 R 上的一个代数. 

例 5 . 2 (函数代数）集合X到数域 F 的全体函数组成的集合关于函数加法、乘 
法、数乘运算构成 F 上一个代数.这个代数是结合的、交换的，且有单位元（等于1 
的常值函 数). 这是一个典型的交换代数. 

例 5 . 3 (矩阵代数）数域 F 上全体 n 阶矩阵的集合 M n (F) 按矩阵运算是一个 
有单位元的结合代数. 当 n > 2时，这是一个典型的非交换代数. 

例 5.4 (线性变换代数）数域 F 上线性空间V的全体线性变换构成的线性空 
间 EndV 按线性变换的乘法是一个非交换的有单位元的结合代数. 

例 5 .5 E 3 以向量的外积运算作为乘法构成 R 上的一个代数.它的乘法不满 
足结合律和交换律，但满足 Jacobi 恒等式和反交换律.它是一个 Lie 代数. 
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今后我们说到代数一词都是指有单位元的结合代数. 

设 >1 是 F 上一个代数，我们称 dim F >l 为 >1 的维数.如果 dim F A 是有限数，就 
¥ fA 是有限维代数.代数的乘法完全由它的一个基所确定，基向董之间的乘积组成 
的表称为>1的乘法表.例如， M n ( F ) 的乘法表为 

EijEkl = ^jk^ih 1 < j ， 灸 ， Z < fl. 

定义 5.2 如果 B 是 F 上代数4的一个子空间，而且 B 对于乘法封闭，那么 
就称 B 是4的一个子代数. 

显然，子代数 B 也是 F 上一个 代数. 例如， F 上全体对角矩阵组成的集合 
Z > n ( F ) 是 M n ( F ) 的一个子代数. 

定义 5.3 如果 J 是 P 上代数4的一个子空间，而且 J 具有性质：对任意的 
6 € /, a € 力,有 a6, 6a € /,那么就称/是 >1 的一个理想 • 

显然，理想一定是子代数，但子代数不一定是 理想. 例如， M n ( F ) 只有两个理 
想，即 {0} 和 M n ( F ). 

由一个代数到另一个代数的一个线性映射如果保持乘法和单位元，则称它是一 
个代数 映射； 如果它还是双射，就称它是代数同构.两个代数之间如果存在一个代 
数同构，就称这两个代数是同构的.同构的代数可以等同看待.例如，取定 n 维 F 线 
性空间 V 的一个基， EndF 与 M n (F) 是同构的代数. 

5.1.2 —元多项式代数 

一个实变量2：的函数称为一个多项式函数,如果它可表为如下形式： 


f(x) = a 0 + a\x -h a 2 x 2 + • • • + a n x n , a 0 , - • • ,a n eK. 

由例 3.3, 我们知道,所有实单变量函数全体 R[x] 按函数的加法和数乘构成 F 上一 
个向量空间.由例 5.2, 我们知道，实变量实函数全体按函数乘法构成 R 上一个代 
数.显然，两个多项式函数的乘积还是一个多项式函数.因此，所有多项式函数形成 
R R 的一个子代数，称为 R 上的多项式函数代数.不难看岀，1， a :, x 2 ,... 组成 RM 
的一个基，其乘法表为 


x x iP = x 1+J , i, j = 0 ， 1 ， 2， ••• 

我们在例 3.3 中指出，实多项式函数由它的系数所确定.因此可以将多项式函数理 
解为形式表达式，而且作形式运算和对应的函数运算是一致的.也就是说,我们完全 
可以形式地对待实多项式函数及其运算.我们将看到，这对于任意数域都是对的.下 
面我们形式地定义一般数域上的多项式及其运算.将一个多项式和它的系数构成 
的序列等同起来. 
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定义 5.4 设 F 是数域 . F 上一个（一元）多项式/是由 F 中元素组成的一个 

有限无穷序列，即仅有有限个元非零的无穷序列，即 

/ = (ao,ai,a2,--*)? 

其中所有叫€ F ， 且仅有有限个叫 非零. 可以简记为/ =(叫). 

我们固定一个数域 K 下面的多项式都是指 F 上的多项式. 

定义 5.5 称多项式/ = (%)与 y = (& ‘) 相等，如果 a ‘ = 6“ i = 0，1，"% 

定义 5.6 设/ =(以 与 g =⑽ 是多项式, c 是 f 中的数.定义 

/ + p = ( a 0 + 6 0 , ai + h ， • • •）， (5.1) 

cf = (cao, cai，• • .)• (5.2) 

我们称多项式 f + g 为 f 与 g 的和；称多项式 c / 为/与 C 的乘积. 

按照上面定义的加法和数乘， F 上一切多项式组成的集合作成 F 上一个 
向量空间.用 G 表示第 i 个元为1，其余元为0的序列，则 e 0 ， ei ， e2 , …组成的 
一 个基,即每个多项式都能唯一地写成它们的线性组合： 

(ao,ai,fl2» * * * ， a n ， 0, • • •) = aoeo -f aiei + + • • • + ^ n e n . 

定义 5.7 定义多项式/ Hg 的乘积为 fg = h = (a )， 其中 

Cfc = E ciibj ，fc = 0，1， • (5.3) 

t + J=fc 

显然，上式中只有有限个 Q 非零，即如仍是多项式.不难证明，乘法满足结合 
律、交换律、及对于加法的分配律 ：V / = ( a ,), g = (6 t )， h=(ci)e F °°, 

{fg)h = f(9h )， (5.4) 

f9 = 9f, (5.5) 

f(9 +/ i ) =/ p 4-// i , {g^h)f = gf + hf. (5.6) 

事实上，对 n = 0,1， • • •，根据 （5.3) 直接验证等号两边多项式的第 n 分量 相等： 

aib o J c fc = aib ^ ck = S b ^ Ck - 

t+fc=n \i^j=l J i+j+fc=n i+m=n j’ 十 fc=m 

根据定义 5.5, 结合律 (5.4) 式 得证. 其余两式类似可证. 

容易看出，乘法公式 (5.3) 是由基向量的乘法： 


e i e j = 


(5.7) 
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经分配律扩充而得的.事实上，按公式 （5.3) 计算即得 （5.7) 式.反之， 

fg = ^2 a * e * ^2 h 3 e i = ai 6 i e * e i = ^ I X ] aih i tk - 

i j i ，，• k \ i + jf = A : ) 

不难看出，元素 eo 是乘法单位元.注意到映射 

i : F F [ x] y i { c ) = ( c , 0, • • *) = ceo (5.8) 

是单线性映射，且保持乘法，可将 F 中元素 C 与中的元素 C e 0 等同. 

定理 5.1 Fa 是数域 F 上一个交换代数，称为 F 上的多项式代数. 

选取一个符号来表示 e :， 比如 z . 这时，符号 a : 称为不定元，数域 F 上多项式 
代数记作 F [ x }. 

根据乘法定义， e!ei = c 2 = x 2 , eiCiei = e 3 =工 3 ,… • 因此,按照中加法， 
数乘运算的定义，我们又回到多项式的通常写法： 

/ = a 0 e 0 + aiei a 2 e 2 4- - h a n e n = ao + aix + a 2 x 2 - h a n x n . 

数••称为这个多项式的系数.其中 aid 叫做 i 次项，叫叫做 i 次项 
的系数.系数全为零的多项式称为零多项式,记为 0. 

定义 5.8 非零多项式的最后一个非零系数称为首项系数，它的指标称为该多 
项式的次数.不定义零多项式的次数或者说它的次数小于任意有限数. 

次数为 n 的多项式也称为 n 次多项式.特别地，零次多项式就是 F 中的非零 
数.首项系数为1的多项式称为首一多项式.以后我们用 /( x ), g { x) y • ••或简单地 
用/， P ，• ••表示多项式.多项式 / On ) 的次数记为 deg /( x ). 

因此，以上形式构作和我们以前熟悉的实多项式及其运算是一致的.加法就是 
将对应项的系数相加，乘法就是将一个多项式的每一项与另一多项式的每一项相乘， 
再将同次项合并.在等同映射 （5.8) 下，数乘成为乘法的特殊情形.多项式 /( a :) = 
U 叫/与咖）= Y ^ b k x k 的和与积分别为 

f ( x ) -h g { x ) = ^2( a k + b k ) x k ， 

" ( \ (5.9) 

f ( x ) g { x )=-^2 a i b j x^ J = ^ H 响 3 

ij k \ i + j=fc ) 


定理 5.2 (次数公式） 设 f ( x ), g ( x ) & F [ x ] 中两个非零多项式，则 

1) deg ( f ( x )^- g { x )) ^ max { deg /( x ), dcg ^( x )}; 

2) ^ g { f { x ) g { x )) = deg /( x ) -f degg { x ). 
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证设 / = a n x n 4- ••• + aix + a 0 ，g = b m x m + • • • + + 6。，且 cinbm ^ 0. 

不妨设 n 彡 m . 那么 / + 分的 fc (fc > n ) 次项系数都 为零. 因此 1) 成立. 按定义, 
f 9 = a n fe m x n + m + 低次项，其中 a n 6 m ^ 0. 因此 2) 成立. 口 

推论 5.1 设 /， y € F [ x ). 若/ # 0,分/ 0,则/没/ 0,即 F [ x ] 是整环. 

定义 5 .9设4是 F 上一个代数, /( x ) = E € F [ x ]. 对任意 a € A 我们得 

i=0 

m A 中一个元素 I ； a . a % 称为/⑷在 a 的值，记为 /( a ). 特别地,令 4 = F , c € F . 
考虑 / Or ) 在 c 的 S ， 我们得到一个多项式函数 


/ : F F, /(c) = ^ aic\ (5.10) 

i=0 


例 5.6 设 f { x ) = x 2 4- 2 € C [ x ]. 

1) 令 i 4 = C [ x ], g ( x ) = x 4 + 3 t . 那么 f ( g ( x )) = —7 -f 6 ix 4 + x 8 € C [ x ]. 

2) 令 i 4 = EndC 3 , a € i 4, 且 ( t ( xi , X2 , x 3 ) = ( ty /2 xi , X 2 } ty /2 xs )- 那么 /( a ) € A y 


且 /( a )( xi , x 2? x 3 ) = (0,3^2,0). 


3) 令 A = Af 2 (C), B = 




定理 5.3 设乂是 F 上一个代数， /(:r), g(x)G F[x], a€ A 则有 


(/ + 沒 )(a) = /⑷ + p ⑷， (fg){a) = f(a)g{a). 


证设 / ⑷ =Si 0 * 0 ：*, g(x) = 6»x*, Jl!| 

(/ + 夕)⑷ =y^(Qj + bi)a l = ^2 + =/( a ) + P(a), 

• 參擊 

(/ 分)⑷ =t = Y^ a i ai Yl b ^ aj = / ⑷沒 ⑷. 


□ 


5.1.3 带余除法 

在多项式代数 F [ a :] 中，可以作加、减、乘三种运算.但乘法的逆运算，即除法 
不是普遍可施 行的. 这和整数的情形类似.例如，7不能被3除尽，因此整数环中不 
能做除法运算.但是，7 = 3-2 + 1, 这时我们说7被3除（或3除 7) 的商为2,余 
数为 1. 类似地，多项式也可以做这样的带余除法.例如，不存在多项式 g ( x ), 使得 
q{x) 和 （re + 3) 的乘积为 x 2 + 3 x -h 2. 我们说 x 2 + 3 a : + 2不能被 x -3 整除，但是 
x 2 + 3 x + 2 =(x + 3 )x + 2, 我们说 a : 2 + 3 :c + 2被 z + 3除（或 a : + 3除 x 2 + 3 z + 2) 
的商为: T ， 余式为 2. 多项式的次数的概念类似于整数的绝对值概念.下面证明，这 
样的带余除法在内是普遍可行的. 
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定理 5.4 对于中任意两个多项式/(4与 g { x \ 其中 p (: r ) / 0, 一 定存在 

F [ x ] 中的多项式 q [ x ), r ⑷，使得 f ( x ) = q ( x ) g ( x ) + r ( x )， 其中 degr ( x ) < degg ( x) y 
且这样的 q ( x ), r ( x ) 是由 f ( x ), g ( x ) 唯一决定的 • 

证 若 deg f ( x ) < degp ( x )， 取 g ( ar ) = 0, r ( a :) = f ( x ) 即可. 否则，设 On , &m 分 
别为 f ( x ) } g ( x ) 的首项系数.令 q 0 ( x ) = 则多项式 Qo ( x ) 9 ( x ) ^ f ( x ) t 

项相同，于是 deg (/( x ) - qo ( x ) g ( x )) < deg /( a :). 令 


脉）=/⑷一 Qo(x)g{x). 

对 fi{x) 重复上一步.如果 deg/i(x) < degff(x), 那么取 g ⑷: = 勿⑷,且 r(:r) = /i(x) 
即可 • 如果 deg/i(x) > degg(x), 则有 qi{x) £ F[a:], 使得 deg(/i(ar) - q x (x)g{x)) < 

deg /: (: r ) •令 

f2{x) = fi{x) - qi{x)g{x). 

继续下去，由于 /i(x), f 2 ㈣… 的次数递降，可设 s 步后我们得到 


fs{x) = fs-i(x) - q s ^ i ( x ) g ( x ), degf a ( x ) < degg ( x ). 


令 g ( x ) = g 0 ( a :) + ." + %_ i (: c ), r ( ar ) = f a { x ). 于是 /(:)= 分(咖 (:)+ r ( x ). 存在性得 
证. 设还有 qi { x ) } r x { x ) 6 F [ x ], 使 f { x ) = qi { x ) g { x )-^ ri { x ) 1 degn ( x ) < deg ^( x ), 

则 ( g ( x )- gi ( x )) p ( x ) = ri ( x )- r ( x ), 比较次数得 g ( x ) = qi ( x ), r ( x ) = n { x ). 唯一性 
得证 • □ 

注也可用归纳法语言来叙述证明过程. 

萣理 5.4 中的 ( Z ⑷和 Kz ) 分别称为 〆 : r ) 除 f ( x ) 所得的商和余式.证明过程 
就是一个具体求出 ^ rr ) 和 r (: r ) 的算法.可按下例格式来作 • 

例 5.7 f(x) = 3 a : 3 4- Ax 2 — 5 x -h 6, g(x) = o : 2 - 3 x + 1，求分 ( x ) 除 f(x) 的商和 

余式 • 

解根据定理 5.4 列式 如下： 


g ( x ) = x 2 — 3 x -f 1 


f ( x ) = 3 x 3 -f 4 x 2 — 5 x -f 6 
3 x 3 — 9 x 2 - 1 - 3 x 
ISx 2 — 8 x + 6 

_13 x 2 - 39 x -h 13 

r ( x ) = 31 x — 7 


q ( x ) = 3 x + 13 


因此 pOr ) 除 f ( x ) 的商和余式分别为 q ( x ) = ^ 13, r { x ) = 31 a : - 7. 

用一次多项式 c 去除一个多项式 /( x ), 余式的次数小于1,因而它是数域 F 
中的元素，即存在 g ( z ) € F [ x ], r € F , 使得 f ( x ) = q ( x)(x — c ) + r •用 x = c 代入上 
式，得/⑷ = r . 
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定理 5.5 ( B 6 zout ) 在 F [: rj 中，用 x - c 除 f ( x ) 所得余式是 /( c ). 

由 Bezout 定理，可用带余除法求多项式 /( x ) 在 c 的值 /( c ). 除式是一次多项 
式，可采用下述 Horner 算法，也称综合除法.可设 

a n x n 十 •. • + a\X a 0 = (x - c)(6 n -i^ n-1 H - + b\x -f bo) r. 


将上式右边展幵，比较两边/的系数即得下列递推关系 


6 n — 1 = fln ? 

b% = C~+i + Oti+i，0 ^ Z ^ 72 — 2, 

r = /( c ) = c 6 o + ao - 

因此，我们可按下列格式来做： 


C 

CLfl 

— 1 

• • • (1\ 

do 


bfl - 1 

bn-2 

… bo 

/(c) = r 


即从 6n-2 开始,表中第 2 行中的数等于它上面的数加上左边数的 C 倍. 
例 5.8 设 f ( x ) = 2 x 5 — x 4 — 3 x 3 + a ; — 3,求 /(3). 

解用 : r - 3 除 f ( x )， 由综合除法得 


3 

2 

一 1 一 3 

0 1 

-3 


2 

5 12 

36 109 

324 



因此，商和余式分别为 2 x 4 + 5: r 3 + lh 2 + 36 x + 109和 324, 于是/(3) = 324. 


5.1.4 整除与同余 

定义 5.10 设 f ， F [ x ], 如果存在 /i € F [ x ], 使得 f = gh ， 那么我们称夕整 
除/,记为 P I /. 此时，也称9为/的因式， 称 f 为 9 的 倍式. 否则，称9不整除/， 
记为分十/. 

命题 5.1 设 f , ge F [ x ], g # 0.则 d /,当且仅当 p 除/的余式为 0. 

证按定义，当 g = 0时, g 1 /,当且仅当/ = 0. 当0 # 0时，由带余除法，存 
在分 ， r € F [ x ], 使得 f — gg - hr , degr < deg ^. 如果 r = 0, 那么 / = M ， 由整除的定 
义得分 I /; 反之， 若 glf ， 则存在 e F [ x ], 使得 / = 收，由商和余式的唯一 硅知夕 
除/的余式为 0. □ 

i 2 F * = F \{0}, SPF 中非零元全体.按定义,对任意/ e F [ x }, 及 ceF ' 有 
c | /, c / | /,即 c 和 c / 都是/的因式，我们称/的这两类因式为平凡因式，/的其 
他因式称为非平凡因式. 
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命 ® 5.2 设 /， 分， /i, /i ， …， 八， wi ， … ， u 9 € F[x\. 

1) f\ 9, 9\f 当且仅当存在 c € 使得 / = 印； 

2) 若 / |5, g I 则 / I h ; 

3) 若分丨 / l ， …，分 I A , 则 P I Ei =! u ifi\ 

4) 设数域 KDF , 则在 F [ a ： l 中 p j /，当且仅当在 K [ x ] 中 p | /. 

证 1) 如果有 c e jP ' 使得 / = 印， 那么分 = c~ l f. 因此，/ I g, g \ }. 反之，如 
果 /| P ， Sl /， 则有 h ， ?12€1^1,使得/ = /1 1 没，9 = /1 2 /，于是/ = /1 1 九 2 /.若/ = 0, 
贝 lj y = 0, 取 c = 1 即可.若 / / 0, 消去 / 就有 h\h 2 = 1 . 从而 deg/ii - j - degh 2 = 0. 
由此得 deg/n = 0,即 hi € F *. 

2) 设 y = Pi /， 九 = 九1没，得 A = higif y 于是 / I / i . 

3) 设 /* = 妳,可得 Wi/i 二 gYii u i 9 i ， 即分丨 Ei u ifi- 

4) 如果在 FM 中有 p 丨/，则有 A € F [ x ] 使得 / 此式也是 K [ x ] 中等式， 

因此在 K [ x ] 中有 P | /. 反之，若 9 = 0,则/ = 0,结论成立. 若 g 參0, 则在 K [ x ) 
中夕除 / 的余式为零.在 F ㈤ 中做带余除法,有唯一的商和余式 A r e F[xl 使得 
f = qg ^ r . 将此式看成 K [ x ] 中等式，知 A r 分别是 g 除/的商和余式，由尺 ㈤ 中 
商和余式的唯一性得 r = 0. □ 

定义 5.11 设 /， m e F[x], m / 0, 如果 m \ f-g t 则称 / 与分模 m 同余， 
记为 f = g mod m . 

由定义容易验证，模 m 同余是 F [ x 】 上一个等价关系. 

5.2 多项式的根 


多项式的一个重要特征是整数所没有的，这就是多项式的根的概念.经典代数 
学的主要部分就是求多项式方程的根，也因此而产生了现代代数学理论.多项式方 
程的根的一般理论超出了本课程范围，本节只介绍一些基本事实. 

5.2.1 一 般性质 

总设 F 是一个数域，若无特别说明，所论多项式都是指 F [: r ] 中的多项式. 

定义 5.12 设 f(x)e F[x], c G R 如果 /(c) = 0, 则称 c 为 f(x) 的一个根或零 
点.此时也称 c 为代数方程 / Or ) = 0的解. 

由 B^zout 定理立即得到如下事实. 

定理 5.6 ceF 是多项式 /(x) 的根当且仅当 a: _ c 整除 /(:r). 

如果 ci 是/⑷的根，则有多项式 / i ⑷，使/⑷= ( rr -0)/#) .如果^是/办) 
的根，则有多项式 / 2 ⑷，使 fi ( x ) = ( x - c 2 )/ 2 ( x ). 于是有 f { x ) = ( x - ci )( x - c 2 )/ 2 ( x ). 
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依此类推，最后 /(： r ) 可写成如下形式 

/⑷ =(X - Ci)(x - C2 ) …(X - ^^( x ), (5.11) 

其中多项式贞 X )在 F 中没有根.对任意 c € F ， 有 

/( C ) = (C 一 Ci)(c 一 C2 ) * •. (C — Cm ) g ( c ). (5.12) 

由于贞 C ) 一 0,所以 /( C ) = 0当且仅当 c 等于某个因此,数 d ，…， W 就是 f ( x ) 
的全部根， f { x ) 的根的个数 m = deg / - deg 分彡 deg /. 

多项式 f ( x ) 的根 c 称为单根，如果 f ( x ) 不能被 Or - C ) 2 整除，否则，就称为重 
根.根 c 的重数是使 Or - C ) fc 整除/⑷的最大整数 fc , 此时称 c 为/⑷的 fc 重根. 
干是，单根就是1重根.当 c 不是 /( a :) 的根时，也称 c 为 /( a ：) 的0重根.显然， c 是 
/(： r ) 的重根当且仅当 


/( x ) = { x - c ) fc q (: c ), 且 g ( c ) 一 0. (5.13) 


定理 5.7 —个非零多项式的根的个数 （ fc 重根算 fc 个）不超过它的次数，而且 
两者相等当且仅当它可以写成一次多项式的乘积. 

证式 (5.11) 可重写成 f ( x ) = (x - ci) kl (x - c 2 ) fca • • • (x - c s ) ka g ( x) y 其中 
Ci, ...,c a 互不相同.显然 d , … ， c ， 是多项式 f ( x ) 的所有根，且 q 的重数为纥因 
此，重根按重数计算， fix ) 的根的个数为 deg / - deg ^ ^ deg /. 等号成立当且仅当 

deg y = 0. □ 

推论 5.2 如果多项式 /(: r ) 和 g ( x ) 的次数都小于 n ， 而它们对于 F 中 n 个不 
同的数 A ， …，〜取值相同，那么 /(： r )= 贞 x ). 

证令 h ( x ) = f ( x ) - g ( x ). 由条件知， h ( ai ) = /( a *) - p ( a <) = 0,即 fe ( x ) 有 n 
个根•因 deg h < n ， 由定理 5.7 得 h(x) = 0,即/ =汄 口 

推论 5.3 两个多项式如果作为函数相等，那么这两个多项式相等. 

例 5.9( 插值问题）已知一个次数小干 n 的多项式 /( x ) 在 n 个不同的数 ai ，…， 
a n eF 取值分别为卜， • • • ， 6 n e 求 f ( x ). 

解 由推论 5.2 知，插值问题若有解，则解是唯一的.直接验证知，下列公式给 
出了插值问题 的解： 


f ( x ) =亡 

i=V 


bj(x - a】） … （x - aj-x)(x - Qj-n) …（: r 一 <z n ) 
{cn — ai) ••- (aj — «i-i)(ai — • • • (a* — a n ) 


(5.14) 


多项式 /(a：) 称为 Lagrange 插值公式. 
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考虑所有次数小于 n 的多项式及零多项式组成的向量空间.令 


Pi (^) = 


n 


X 


a 3 




:— aj 





若有 Ci e F ， 使 = 0,则 ^2 i=l = c 3 = °(!彡 J •彡 n )， 即 

P1 ( X )，-"， p n ( rr ) 线性无关.又 dimF [ x]n = n , 所以 ( pi ( x )， …， p n ⑷)是线性空间 
F [ x) n 的一个基.显然，函数 


cii : F [ x] n F , f ( x ) ^ f ( ai ) 


是线性函数，且 Maj ) = Sij . 于是 ( pi ( x ),...， p n ( x )) 与 ( a 1? . .., a n ) 互为对偶基•因 
此我们又得到 Lagrange 插值公式：对任意 /( x ) € F [ x ] n , 


n 


= E/(ai)Pi ( 工 ) • 


例 5.10( Vi 6 ta ) 若 F 上 n 次多项式 f ( x ) 有 n 个根 ci ， …， Cn , 贝 lj 


Cl + C2 H - h Cn 


a 


n 


On 


^2 = ( - 1 ) 


k fc 


ti <<2< 一 <“ 


a 


(5.15) 


n 


ClC 2 --*Cn = (~ l) n —. 

o n 


证此时 f { x ) = a n x n 4 - a n _ ix n_1 -}-••• -f aix -f a 0 € F [ x ] 能分解成一次多项 
式的乘积，那么 f ( x ) = a n ( x - Cl )(x 一 C2 ) • • • (：r - “).将此式乘开，比较两个表达式 
中 W 的系数即得 Vi & a 公式. 

下面我们定义多项式的导数，并用导数来判定多项式的根的重数. 

由实变量函数的微分法知，多项式函数的导数还是多项式函数.将每个多项式 
函数对应到它的导数，就得到 R [ x ] 到自身的一个线性映射 D ， 且 


Dx = 1， D { f 9) = ( Df)g + f ( Dg ) . (5.16) 


这就启发我们定义 F 上多项式的形式导数.假设存在满足性质 （5.16) 的线性 
映射 D : F ㈤ — F [ x ], 那么 

DI =0, Dx n = nx n -\ n = 1,2,... (5.17) 
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事实上，= D {1 - 1) = { Dl ) • 1 + 1 • ( Dl ) = D 1 + Dl ， 于是 D 1 = 0. 下面 
用归纳法证明， Dx n = nx ^- 1 . 当 n = 1 时，显然.设公式对 （n - 1) 成立，则 
Dx n = ( Dx tl ^ 1 )x 4- x n 1 ( Dx ) = (n - l ) x n ~ 2 • x + x n ~ l = nx n_1 , 即公式对于 ri 也 
成立.因此公式对任意 n 彡1成立.这就说明 ，乃 在基向:1 ， A a : 2 , …上是唯一 
确定的.因此，它在上也是唯一确 定的. 

另一方面，可以利用公式 (5.17) 来构造一个线性映射 D •• F [: c ] — F [ x ], 即指定 
它在基向量上的取值.只需验证这个映射满足性质 (5.16) 即可.又由于 D 的线性性 
质，只需在基向请上验证即可.由公式 (5.17), 

Dx = 1, D ( x m x n ) = Dx m ^ n = (m + n ) x m+n ^\ 

( Dx rn ) x n + x m Dx n = mx m - l x n + nx m a : n_1 = (m + n ) x m+n_1 , 

即 D 满足 (5.16). 于是,我们证明了如下命题. 

命题 5.3 存在唯一的线性映射 P : ㈤ 满足 (5.16). 

定义 5.13 设/⑷€ F [ x ], 称多项式 D /( x ) 为/⑷的导数，记为 f ( x ). 

设 f ( x ) = a n x n 4- a n - ix n_1 -f • • • - f - a\X + a 0 6 F [ x ), 按定义， 

% 

/’( x ) = na n x n_1 + (n — l ) a n _ ix n_2 + … + ai € F [ x ]. (5.18) 

称 f f ( x ) 的导数为/⑷的 2 阶导数,记为 /"(X) •设/⑷的 （* - 1) 阶导数已定义， 
记作定义/⑷的 A ： 阶导数 / w ⑷为的导数，即 

严 )( x ) = (严 一 1 )⑷) , • （5.19) 


另外，我们约定/ (0) ( x ) = f(x). 

对任意 c e K 可将 f(x) 写成 （x - c ) 的多项式，并用导数确定系数.如 

f(x) = bo ^b\(x - c) + b 2 (x 一 c ) 2 十 … + b n (x - c) n . (5.20) 

对 （ 5.20) 求 A; 次导数，用 a: = c 代入即得 (5.20) 中的系数 k 由此得到多 

项式的 Taylor 公式 •. 

/( X ) = /( c ) + ^( x - c ) + ®( x - c ) 2 + -..+ &^( X - C ) n . (5.21) 

由 Taylor 公式及式 （5.13) 即得如下结论. 

定理 5.8 设 C € F 是/ € F [: cj 的根，则 c 是/的 A ： 重根当且仅当 


/(c) = / (1) (c) =…= /( 卜 D(c) = 0, f (k) (c) ^ 0. 
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推论 5.4 多项式 /(X) 的 fc 重根是它的导数 f(x) 的 （fc - 1) 重根. 

例 5.11 验证 a ： = 2是多项式 / Or ) 的根，并求其重数，其中 

f(x) = x 5 - 5 x 4 + 7x 3 - 2x 2 -f 4 x — 8 G R[x]. 

解将 fix) 表为（: T - 2) 的方幂和，为此设 

f{x) = C 5 (X — 2)5 + C4(X — 2) 4 + C3(X - 2)3 + C 2 (X — 2) 2 + Ci (X — 2) + Cq. 


用 （X - 2) 除/( X )，得余数为 C 0. 用所得商代替 /Or) 再作下一次带余除法，得余数 
为 C 1 . 继续下去，求出所有~可按下列格式做： 



1 

一 5 

7-2 4-8 

2 

1 

-3 

10 4 0 


1 

-1 

- 1 -2 回 


1 

1 

1 回 


1 

3 

0 


1 

；5 



m 




于是 / Or ) = (x - 2) 5 - f - 5 (x - 2) 4 - I - 7 (x - 2) 3 .由此得2是 / 的3重根，而且 
/’"(2) = 3! • 7 = 42, /⑷ (2) = 4! • 5 = 120, /( 5 )(2) = 5! • 1 = 120. 

5.2.2 复系数与实系数多项式的根 

前面我们得到了关于多项式的根的个数的一个上界.但是，我们并不能确定一 
个多项式是否有根.事实上，存在次数大于零的多项式没有根的情况.例如，# + 1 
在 R 上没有根.这也正是我们构造复数域的理由.在复数域上，次数大于零的多项 

式都有根.这就是代数基本定理，参见附录. 

推论 5.5 C [ x ] 中每个次数大于零的多项式都可以分解为一次因式的 乘积； 每 
个 n 次多项式恰有 n 个根（重根按重数计). 

证根据代数基本定理，结合定理 5.7 得. 口 

一个 n 次实系数多项式的实根个数小于或等于 n . 但是,作为复系数多项式，它 
有 n 个根.因此,实系数多项式的虚根有如下特别的性质. 

命题 5.4 如果 c € C 是实系数多项式 f { x ) 的一个虚根，则5也是 f ( x ) 的根, 
而且它和 c 有相同的重数. 

证设 f(x) = a n x n - t - a n .\x n ~ l H - • • • + a\x + ao € R [ x ]. 我们知道，复共扼保 
持数域 C 的加法和乘法运算，且保持实数不动.因此，若 /( c ) = 0,则 

/(c) = anC 71 -h an-jC 71-1 + • • • + (20 + a 0 

=anC 71 4- an-ic 71-1 -f • • • -1- (i\C -f do = /(c) = 0 = 0, 
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即 亡也是 /的一个根.类似地，对任意正整数 A :， f ^( c ) = 0当且仅当/«⑻= 0. 
于是 c 和5的重数相等. 口 

定理 5.9 R [ x ] 中每个次数大于零的多项式 /( rr ) 可以分解成一次多项式和判 
别式小于零的二次多项式之积. 

证设 ci ， …， c s ，( ii ， …，山，不，…，么是/⑷€ R [: r ] 的所有不同的复根，其中 
所有 q e R ， 所有尖# R , 且 q 重数为屹 A 重数为&则 

/( x ) = a 0 (x — ci) kl • • • (x ~ c 8 ) km [(x - di)(x - di)] il … [(x — d t ){x - d t )] lt , 


其中 (x - di)(x-di) = rr 2 — (也 + 忒） + 木忒 e R[x], 且判别式为负. 

例 5.12 将 f ( x ) = X 5 - 1 G K [ x ] 分解因式. 

解 先将/( ㈡ 在 C 上分解成一次因式之积，再将共轭因式相乘即得 


f(x) = (x - 1) ( x - | cos 孕 + t sin ^ 

5 5 



x (X - (cos f 


47 T 

y 


( 2n . 2tt 
x — I cos ——— zsin — 

An . 47T 、、 

cos T 一函 tJJ 



(x — 1) ( a: 2 — 2x cos 


))(-( 

| + lV^-2xco S f + 


l 




(x — l) \ X 


2 ^ 


2 





5.3 因式分解 


□ 


复数域上多项式分解成一次因式的乘积，实数域上多项式分解成一次和二次因 
式的乘积，类似于整数分解成素数的乘积.这样的因式分解对于任意数域上的多项 
式都是存在的，但因式不能限丁•一次或二次多项式.这样的因式分解问题可以看成 
是多项式求根问题的推广.在复数域上这两个问题是等价的.在一般数域上，并没 
有一个分解因式的一般方法.本节我们主要证明，这样的因式分解在某种意义下是 
唯一的.以下总设 F 是一个数域. 

5.3.1 最大公因式 

和整数的情形类似,我们可以考虑两个多项式的公因式.在多项式代数厂[: T ] 中, 
如果多项式 d 既是/的因式，又是 p 的因式，则称 d 为 f 与 g 的一个公因式.在公 
因式中占有特殊地位的是所谓最大公因式. 

定义 5.14 设/，仏 d € F [ x }. 如果 d 是/与 g 的公因式，而且/与9的每个 
公因式都是 c / 的因式，那么我们称 d 是 f 与 g 的最大公因式. 
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任意两个多项式都有最大公因式吗？有的话，是否唯一？如何求呢？下面我 
们来回答这几个问题. 

唯一性问题.由定义不难看出，/与 9 的任意两个最大公因式可以相互整除，因 
而相差一个非零常数倍.这就是说，两个多项式的最大公因式如果存在的话，则在 
可以相差一个非零常数倍的意义下是唯一的.通常将首项系数为 1 的最大公因式记 
为 gcd (/， 沒)或 (f ， g). 

存在性问题.如果/ = ^ = 0 ,那么任意多项式都是/， g 的公因式，于是 0 是它 
们的唯一最大公因式,记为 ( f ， g ) = 0 .设/， 0 不同时为零，不妨设 9 / 0 .用 g 除/， 
得 f = 卯 + r ， 其中 degr < deg^, 那么 f ， gHg 、 r 有相同的最大公因式.事实上， 
若 d|/, 则 d|r = /- 撕反之，若 d| 仏 d|r, 则 d|/. 因此它们有相同的公 
因式,从而有相同的最大公因式.于是， 求 /， g 的最大公因式的问题化归为求分 ， r 
的最大公因式的问题.注意到 degr < deg^, 重复使用带余除法，即可求得/， y 的 
一个最大公因式.这样不仅证明了最大公因式的存在性，同时也给出了求最大公因 
式的一个具体算法.这个算法称为辗转相除法或 Euclid 算法.详述如下. 

定理 5.10 对任意 f、ge F[x], (f,g) 存在，且有 u , v G F [: r ]， 使 

(/， 9) =uf vg (Bezout 等 式). 

证当 # = 0 时，若 / = 0 ,则 (f ， g) = 0 = 0f + 0g, 若 f 的首项系数为 a ^ 0 , 
则(/,^) = a - 1 /^ a ^ f - hOg . 下面设 g — 0 .用 g 除/，得余式 r . 若 r / 0 ,用 r 除 
9, 得余式 n . 若 n / 0 ,用 ri 除 r ， 得余式 r 2 . 如此辗转相除.由于余式次数递减, 
有限步后必得余式为 0 ,即有下列等式： 

f = qg + r, g qir + n , r = q 2 r x + r 2 , • • • ， 

r a-3 — U* 一 2 + r„_i, r a _2 = Qa^s-i ^~r 8i = q 3 ^ir a , 

且 deg / > degn > • • • > deg r 3 . 于是 

(/， 分） = ( 夕 ， ）= ( r ， n ) = ( n ， r 2 ) = … = ( r a ^ i , r a ) = b_ l r s , 

其中 6 为 〜 的首项系数.而且，从 (5.22) 式中倒数第二式开始，由下往上代入,消去 

即得（/，分）为/和 9 的一个 F [ rr ] 线性组合. □ 

例 5.13 设 f(x) = x 4 + 3 x 3 — x 2 — 4 x ~ 3, g(x) = 3x 3 + 10 x 2 + 2:r - 3,求 
并求 u y ve F[rr ]， 使 (/, g) = u/ + vg. 
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解辗转相除法可按下列格式来作 


qi 


罕 : r + 9 

5 


9 

3x 3 + 10x 2 + 2x — 3 

3x 3 + 15x 2 + 18x 

/ 

x 4 + 3x 3 — x 2 — 4x — 3 

4 10 ^ 2 2 

x 4 + —x 3 + -x 2 - X 

3 o 

—5x 2 — 16x — 3 

—5x 2 - 25a: - 30 

—^x 3 — ~x 2 — 3x - 3 

\J o 

1 . 10 9 2 1 

—- x z - x H — 

3 9 9 3 

r\ = 9x + 27 

5 2 25 10 

r = --x z ———— — 

9 9 3 

5 2 15 

— x - X 

9 9 

10 10 

- x - 

9 3 

10 10 

- X - 

9 3 

T2 = 0 



5 10 

— x —— 
81 81 

= Q2 


以上相当 T •做 r 3次带余除法： f = qg + r、g ^ qi r r = q 2 ri , 丁•是 

(/»^) — g r l = ® + 3. 

由 n = p — 分 a = 夕一 qi(f - qg) = -<nf + (l + Q\q)g, 

(/’ s )= (卜 i ) ’+(- p + 警小. 

定义 5 .15 设 f，ge F [ x ). 如果 ( f ， g ) = l , 那么称 f 与 g 互素. 

推论 5.6 S /i € F [ x ]. 

1) f 与 9 互素当且仅当存在 ti , t;G F [ x ], 使 ti / + 叫 =1; 

2) 若 f 与 g 互素,且 / 丨的，则 / 丨七 

3) 若 f 与 g 互素，且/丨 h , 州 h ， 则如丨 ft . 

证 1) 必要性由定理 5.10 得.反之，若存在 u , v e F [ x ], ^ uf +即=1，由 

(/， P ) 丨 /，（/,分 ） U 得（/，分 ） I 1. 因此（/，没 ） = 1- 

2) 如果 (/, p ) = 1,则有 u , V e F [ x]y 使得 uf ^ vg = 1,因而 / | huf + hvg = h . 

3) 由亍 / I ft , 可设 h = fq y q e F [ x ). 由 y | ft = /& (/， 沒） =1 得 y 丨心于是存 

在 p 6 F [ x ], 使得 g = 即.因此 h = fq = fgp , HP fg \ h . □ 

下面我们用理想的概念重新说明最大公因式的存在性. 


第 5 章多项式 


例 5 .14设/ e F [ x ], (/) 表示由/的所有倍式组成的集合•即 

(/) = {uf :ue F [ x ]}. 

显然⑺非空.对⑺中任意两元素 IX /， I ；/和 F 中任意数 fc ， /， 有 

k ( uf ) + l { vf ) = (ku -h lv)f e (/)• 

因此 （/) 是 F [: cj 的子空间.对 （/) 中任意元素 u / 及任意 g € F [: r ]， 有 

( uf ) g ^ u ( fg ) e (/). 

因此 （/) 是 F [: r ] 的一个理想，称为由/生成的主理想， 

例 5 .15设力，…， / n € f > j , 考虑子空间（，）的和 

/=( A ) + ". + (/ n ). 

对任意 /，有 e F [ x ], 使 p = Yli =\ W i /*» 于是对任意沒 € F [ x ], 

/ n \ n n 

p <； = (y] Uifi ) g =e i. 

Vt=l / i=l t=l 

因此 J 是 F ㈤ 的一个理想，称为由 ch , …， d n 生成的理想. 

定理 5.11 F [ x ] 的每个理想都是主理想，即 F [ x ) 是主理想整环 ( PID ). 

证 设/是的任意一个理想.若 J = 0 ,则 J 是由 0 多项式生成的理想. 

如果/ / 0 ,则/中有非零多项式，于是/中所有非零多项式中存在一个次数最低的 

首一多项式1按理想的定义即知 （ d ) g /. 对/中任意多项式/,由定理5.4,存在 

q , r e F [ x ], 使 / = qd -\- r , 其中 degr < deg d . 由于 J 是理想，所以 r = f -qd € 7 ■，而 

d 是 / 中次数最低的非零多项式，所以 ” = 0 ,于是/ = gd , 即/ € (岣，因而 J G ( rf ). 

故/=(4 □ 

定理 5.11 表明，的每个非零理想 J 一 定是某个首一多项式的所有倍式组 

成的.进-步，这个首一多项式是唯一的.亊实上，若还有另一个首一多项式山，使 
I = (^ i ), 则有多项式 P , (] ^ F [ x ], 使 c / = 6 ^ p ， 山=向，于是 d = dpg . 比较两边次 
数，得 degp = deg(7 = 0 •又 d , di 是首 一 的，所以 p = q = l y 于是 d = A . 

考虑多项式 fu."，U 生成的理想/,这是 /i ，…， / n 的所有线性组合组 
成的集合.由定理 5.11, 存在唯一的豸一多项式 c /， 使/ = ( d ). 由 d € /知，存在 
Ui e F [ x ), 使 d = Wi/i + … + u n f n . 由 /i e ⑷，有 I /i, 而且，对任意 P e F [ x ], ^ 
g\fu i = 由上式得 M d 特别地，考虑 n = 2 的情形.这就是说,两个多项 

式的皆一最大公因式存在，而且可写成这两个多项式的一个 F [: r ] 线性组合.这就是 
前面已证的定理 5.10. 考虑一般的情形，得到下列定义和结论. 
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定义 5 .i 6 ^ deF [ x }^ f lr - j n eF [ x ) 的最大公因式，如果 

1 ) d \ f i} i = l，."，n ; 

2) 对任意 /I € F [ x ], 若 M / I，…， ft I / n , 则有 /i 

定理 5 .1 2 多项式 /!,...,/ n eF[x] 的最大公因式一定存在，而且，存在叫 e 
F [: T]， 使得 （A ，…， / n )= Wl /〗+ … + /l n / n ， 这里（八，…， /n ) 表示/ I，…， /n 的首一 
最大公因式. 

定义 5.17 称多项式 € F[ x ] 互素，如果 （A ，…， /„) = 1. 

推论 5.7 多项式 / 1? ...,/ n e F [ x ] 互素当且仅当存在 Ui € F[x ] ? 使得 u x f x 

+ ... + " n/n = 1， 

例 5.16 设 g u -^ 9 n J& F { x ) 内一组两两互素的次数大于零的多项式，则对 
F [ x ) 中任意给定的 n 个多项式 n ,... r n , 必存在/ € F [ x ), 使得 

/ = uimodgi) (i=l ， ." ， n). (5.23) 

令知= E?=i dcgyi, 那么，存在唯一的次数小于 A: 的多项式/满足 （5.23). 

证 令 G = g \ … g n , Gi = g ' … 讲 ‘ i 讲 +i • • • 知•则(讲， Gi ) = 1，而且对于 j / i ， 
有办 I Gi . 因此存在多项式 Wi ， 叫，使得 Wi 夕 i + ViGi = 1. 于是得 

ViGi = l(mod^i), ViGi = O(mod^j). 

令 / = .. • + r n 〜G …则/ 满足 (5.23). 若有两多项式 A ， / 2 均满足 （5.23), 

M'i 9 i I (/i 一 /2) .由于仍，…，如两两互素，所以 G | (A -/ 2 ).因此满足 (5.23) 的所 
有多项式为 


{f-bhG:heF[x]}. 

若/ / 0,且 deg / ^ k , 则由带余除法定理，存在唯一确定的多项式 I r ， 使得 
/ = gG + r ， 且 degr < k . 易知 r 满足 (5.23). 若有 / i ， / 2 满足(5.23)，且 deg /‘ < fc ， 
则 G | A -/ 2 . 因此 □ 

上例结论称为中国剩余定理.拉格朗日插值公式可看作这里的特例. 

5.3.2 唯一因式分解定理 

要讨论一般数域上的因式分解问题.我们先要明确分解的标准.代数基本定理 
表明，复数域上多项式都可以分解为一次因式的乘积.因此，对复系数多项式来说， 
分解的标准当然是一次因式.对实系数多项式来说， 一 次因式和判别式为负的二次 
因式是分解的标准.例如，在复数域上， 

x 4 — 4 = (a; — \/2)(x 4- V2)(x — n/2z)(x -f \/2t); 
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在实数域上， x 4 -4=( x - v /2)( x 4 - ^)( x ^2); 但在有理数域上,分解的标准是什 
么？在有理数域上 x 4 - 4 = ( x 2 - 2)(/ + 2) 还能再分吗？这里有两个问题，不能 
再分的意思是什么？怎样判定？下面我们给出一般数域上不可约多项式的定义. 
定义 5.18 设 p e F [ x ], degp ^ 1. 如果 p 只有平凡因式，则称?) 为/ 7 [ rc ] 中一 

个不可约多项式，否则，称 P 为可约多项式. 

从定义知，如果 P (: r ) 不可约，则 pOr ) 不能表为两个次数大于零的多项式的乘 
积,如果 p ⑷可约，则 p ( o :) 有非平凡因式，因而可表为两个次数大于零的多项式的 
乘积. 

在任意数域上，一次多项式总是不可约的. 一 般地，不可约的概念与系数域相 
关.复数域上不可约多项式就是一次多项式，实数域上不可约多项式就是一次多项 
式和判别式为负的二次多项式.例如，: r 2 + 2在 R [ x ] 中不可约.但在 C [ x ] 中可约， 
因为: r 2 + 2 = ( a : + y /2 z)(x — y /2 i ). 

从定义可立即得到不可约多项式 P 6 F [ a :] 的如下简单事实： 

1° 对任意/ e F[xl 或者 P I /或者 ( p ，/) = i; 

2° 对任意 f , g € F [ x \, 由 p I /分可推出 P 丨 / 或 P U. 

定理 5.13 数域 F 上任意次数大于零的多项式可表为不可约多项式的乘积， 

且若 

/ =Pl *-*Pr = Ql -' P 8 , 其中每个 Pi , % 不可约， 

则 r = s , 且经适当排列后，有= CiPi , Ci € F* y 1 彡 i < r . 

证对 Tz = deg / 归纳 . n = 1 时，结论显然成立.设 deg / < n 时结论 
成立.考察 deg / = n 时的情况.若/不可约，结论显然成立.若/可约，设 
/ = gh , deg 夕< n，deg h < n . 由归纳假设， g 与 h 均可表为不可约多项式的乘积, 
因而/也能写成不可约多项式的乘积.如果 

f = p \-- p r - qi --- Ps , (5.24) 

其中 外，％ 都不可约.因为 Pi 不可约，所以整除 某个心 不妨设 P ! | 奶 ，但奶 
也不可约，故存在 Cl € F % 使仍= c lPl . 从 (5.24) 式两边消去 Pl ，将 c 1<?2 仍记 
为 似， 得 9 = P2 … Pr = q2 ，"( h . 现在= deg / - degpi < n , 由归纳假设，得 
r 一 1 = s - 1，且适当排列不可约因式，对 i = 2, •• • , r ， 有屮= api , d G F *, 由归纳 
法,定理得证. 口 

以上定理称为唯一因式分解定理，将 f ( x ) 的每个不可约因子写成一个常数和 
一个首一不可约多项式之积，则/(0；)有如下唯一标准分解式 

X …必 

其中 Ce F \ n 为正整数， P 1, Ps 为互不相同的首一不可约多项式. 
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讨论多个多项式时，常将它们写成相同的不可约多项式的方幂乘积，这时让幂 
指数 n 可以取零，并约定= 1. 如设/，9的标准分解式分别为 

f = CP ? • - P ?, 9 = cpl 1 … 

令 ki = mm ( r iy ti) f 1 < i ( s. 易知 （ / ， p) = pf 1 • • • . 

5.3.3 重因式 

求多项式的根和多项式的因式分解密切 相关. 唯一因式分解定理是一个十分重 
要的结论，它表明多项式环 F [: r ] 是一个唯一分解整环 ( UFD ). 但这是一个理论上的 
结果，具体给定一个多项式，如何分解因式仍是一个十分困难的 问题. 下面我们利 
用导数给出一个判定重因式的方法. 

定义 5.19 设 /， p € F [ x ], p 不可约, fc 为非负整数，如果 P fc | /，而 P fc+1 1 /, 

则称 P 是/的一个重因式. 

当 fc = 0 时, p 实际上不是/的 因式 . fc = l 时，也称 p 是/的单 因式. 当 fc >2 
时，称 P 是/的重因式. 

定理 5.14 设 p ， / € F [ x ], p 不 可约. 如果 p 是/的一个 fc 重因式 （ A : 彡1)，那 
么 P 是广 的一个 （fc - 1) 重因式;反之，如果 P 是尸的一个 （fc - 1) 重因式，而且是 
/的一个因式，那么 P 是/的一个 *： 重因式. ' 

证 若 P 是 f 的 k 重因式，则 f ^ p k q } 且 Ph ， 于是 M = 1，且 

f f = kp k ~ l p f q 4- p k q , = p k ~ l ( kp , q - f - pq , )- 

故沪 ― 1 I /'. 假如 〆 I /'， 即 /' = P k Qu 代入上式,消去沪 —\ 得 

fcp’g + pq f = pq lt 

从上式推出 p I kp ’ q , 而 ( p , g ) = 1, 于是 p I fcp ’， 但 deg kp f < degp . 矛盾，故 p fc f 尸. 

这表明 P 是尸的 （A - 1) 重因式.反之，如果 P 是/的因式，设它是《重因式，由 

前面的证明知， p 是 r 的 （/ - 1) 重因式.又已知它是 r 的 a -1) 重因式，因此 

A : — 1 =Z — 1 即 p 是/的 A : 重因式. 口 

由这个定理，立即得到下面的推论 • 

推论 5.8 设/， peF [2：], 且 p 不可约，则 

1) P 是/的 A : 重因式当且仅当 P | /⑷， O ^ i ^ k-lMpf 

2) p 是/的重因式当且仅当 P 是/ 与尸 的公因式； 

3) / 无重因式当且仅当（/，/') = 1. 

显然，在 C [: r ] 中，多项式/无重因式，等价亍/无重根.进一步，有 

推论 5.9 设 F 为数域， /( x ) € F [ x }. W \ f ( x ) 无重因式，等价于/⑷€ C [: r ] 无 

重根. 
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5.3.4 有理系数多项式 

根据因式分解定理，有理系数多项式可以唯一分解成一个有理数和一些首一不 
可约多项式的乘积.自然要问，不可约多项式有哪些？如何判定？ 

关于第一个问题，这里的情形比 C ， R 上的情形复杂.在 Q 上，一次多项式当 
然是不可约的，二次多项式作为 H 上的多项式是不可约时，作为 Q 上多项式当然 
也不可约.但是,存在 Q 上不可约多项式，它作为 R 上多项式是可约的，如: r 2 - 2. 
另外， Q 上还有高次的不可约多项式，如 /( x ) = x 3 - 2. 事实上，我们将看到， Q 上 
存在任意次数的不可约多项式.可见有理系数多项式的因式分解问题十分复杂.我 
们将证明，一个整系数多项式在 Q 上可约，等价于它能分解成两个次数较低的整系 
数多项式之积.关于第二个问题，至今还没有一个有效的判别方法，我们将给出不 
可约多项式的一个充分条件. 

首先考虑一次因式.显然, 一 个有理系数多项式可以写成一个有理数与一个整 
系数多项式的 乘积. 因此，只需考虑整系数多项式的有理根，而且可以利用整数的 
整除性质.关: P 整数的整除性，参见附录.所有整系数多项式组成的集合记为 Z [ x ]. 

定理 5.15 设/⑷= Er =0 是整系数多项式.如果/(4有有理根纟，其 

中 r ， 《为互素整数，那么 r 丨 a n , s | a 0 . 

证由已知， 




+ a n s 7 *. 


上式中除最后一项外其他项都可被 r 整除，因此最后一项也必能被 r 整除.但 r， S 
互素，于是 r ， P 互素，因此 r | 〜• 类似地 ， s | ao . □ 

推论 5.10 如果一个整系数首一多项式有有理根，则这个根是整数. 

例 5.17 求 f ( x ) — X 3 — 6 x 2 - I - 15 x — 14 的有 理根. 

解 f ( x ) 的有理根只可能是土1，士2, 士7, 土 14,显然 f ( x ) 无负根，直接验算 
知，只有2是 f ( x ) 的根 • 

例 5.18 设 f ( x ) = Y 17= o a i xi e Z [ a ;]. 若有正整数 p > 1，使 p 十 f { k ), k = 
0,1， • • _ ， p - 1，则 / 无整数根. 

证设 m 6 Z ， 由整数的带余除法，存在 rm ， A: € Z, 使得 m = m lP + fc , 且 
0 < fe ^ p - 1. 于是， /( m ) = a i( m iP ^ k Y = f { k )( modp ). 因为 p \ f ( k) y fc = 
0， l ,."， p - l ， 所以 pf /( m ) •故 /( m ) ^ 0. 

定义 5.20 设 f ( x ) 是非零整系数多项式，若 /( x ) 的各项系数的最大公因数 
为1，则称 / Or ) 为本原多项式. 

例如，首一整系数多项式是本原的， 2: r 十3也是本原的. 

引理 5.1 Q[x] 中任一非零多项式可以表为一个有理数与一个本原多项式的 
乘积，且除正负号外表法唯一. 
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证设0 # /( a :) e Q [ x ], 则存在非零整数{>，使 bf ( x ) 为整系数多项式,再提取 
其各项系数的最大公因数 c ( C / 0), 则 \ f { x ) 为本原多项式，记为 g ( x ), 记 r * = f ， 
则 /(^) = rg { x ). 若还有 / Oc ) = nyi ( x ), 其中 

Cl 

n =「， ci , h e z , ^ i ( x ) g z [ x ], 

Oi 

那么 b \ cg ( x ) = cibg \( x ), 于是 6 iC = 士 Ci 6, 因此 r = 土 n , g ( x ) = 干 pi ( x ). □ 

引理 5.2 ( Gauss 引理）两个本原多项式的乘积仍是一个本原多项式. 

证设/⑷= sr = o a * xi » 9{ x ) = Yj %^3 xj ^ z t x ] 都是本原多项式.如果 
f { x ) g ( x ) 不是本原的，那么一定存在一个素数它能整除 f ( x ) g ( x ) 的所有系数.由 
于/(4和都是本原多项式，所以 p 不能整除 f { x ) 的所有系数，也不能整除 
g ( x ) 的所有系数.令^分别是 / Or ) 和 〆 a :) 的第一个不能被 p 整除的系数.考 
察 /( 物)的第 r + s 项系数 

〉: OLibj •— CLj'bg - j - Q>ibj ■ f - • 

i^=r-f5 t<r t-f-J=r+5, j<s 

素数 p 丨 a r b s 1 iBp 整除上式中其余 响， 矛盾•故 f { x ) g ( x ) 是本 原的. □ 

定理 5. 16设 /( a :) e Q [ x ], deg / > 0, f ( x ) = rg ( x ), 其中 r G Q , M g { x ) € Z [ x ] 

是本原多项式，则 / Or ) 在 Q [ x ] 中不可约当且仅当 〆 岣 不能分解为两个次数大于 
零的整系数多项式之积. 

证“今”显然.“ ”设9(岣不能分解为两个次数大于零的整系数多项式 

之积.若/⑻在 Q [: c ] 中可约，设 

f { x ) = / i ( x )/ 2 ( x ), fi ( x ) e Q [ x ], deg/i < deg /, i = 1, 2. 

则由引理 5.1 ， 有有理数 n, r 2 及木原多项式 仍 (x )， 仍 (x), 使得 

f ( x ) = rg ( x ) = rigi ( x ) r 2 g2 ( x ) = rir 2 gi ( x ) g 2 ( x ). 

根据 Gauss 引理， gi { x ) g 2 ( x ) 是本原的.由引理 5.1， 有分 ( x ) = ± g \( x ) g 2 { x ). 显然 
deg ^ = deg/i < deg / = deg 夕，矛盾！因此 f ( x ) 在 Q [ x ] 中不可约. □ 

例 5.19 判定 f ( x ) = a : 3 + fc:r + 1在 Q [ x ] 中是否可约，其中 k e Z . 

解 因为 /( x ) 是一个3次多项式，因此若/⑷在 QM 中可约，则/⑷必有 
有理根,且可能的有理根是士 1.用土1代入 f ( x ) 得知，当 - 2或0时， f ( x ) 有有 
理根1或_1，因而 f ( x ) 有一次因式 a : - 1或 ： r + 1,此时 /( x ) 可约； 当 A : / 2, 0时， 
f ( x ) 没有有理根，因而/(为在 Q [ x ] 中不 可约. 

注例 5.19 中用到了 /( x ) 的次数是3的特点，方法不适用于一般 情形. 一般情 
形一个可约多项式不一定有有理根，如 f ( x ) = ( x 2 -h l )( x 3 + 2). 判定一个有理系数 
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或整系数多项式是否可约是一个困难的问题，下面我们给出一个判别法，但此判别 
法只是一个充分条件！ 

定理 5.17 设 /⑷= ElUaV e Z [ x ], 若有素数 p 满足 
(1) p \ On , (2) p \ a i} 0 < i < n - 1, (3) p 2 \ ao , 

则 /( x ) 是 Q [ rr ] 中不可约多项式. 

证若/⑷在 Q [ x ] 中可约，由定理 5.16 有 f { x ) = g ( x ) h { x ), 其中 

I m 

g ( x ) — bjX 1 , h ( x ) = e Z [ x ), l < n , m < n . 

t=0 j=0 

因而有 〜= biCm , a 0 = fe 0 co . 由于 p I a 0 , p 2 \ ao , 不妨设 p | feo , pf •又由 
知求 P \ cm . 于是存在 fc (1 < fc 彡 Z )， 使得 

V I b iy p \ b k , 


因而 Pt = b kCo + bk ^\ C \ + ••• + boc k . 这与已知 p I a fc 矛盾.故 /( x ) 是 Q [ x ] 中不 
可约多项式. 口 

定理 5.17 叫做 Eisenstein 判别法，下例应用它来说明 Q [ x ] 中存在任意次数的 
不可约多项式. 

例 5.20 证明： f ( x ) = rr n - 2是 Q [ x ] 中不可约多项式. 

证 f ( x ) 的首项系数 a n = 1，常数项 ao = 2,且 ai =…= an-a = 0,显然 
P = 2是素数，且2 | ao , ai ,--, a n _ i ,2 t a n ,2 2 \ oq. 因此由 Eisenstein 判别法知 f ( x ) 
在 Q [ x ] 中不可约. 

例 5.21 设 p 为素数.多项式/(2：)=#_ 1 + — + 2：+1叫做分圆多项式.证 
明:/⑷在 QW 中不可约. 

证易知 （:r - l ) f ( x ) = xP - 1,作变 董替换 x = y^m 

■^ +1 )=广 1+ (0 广 2+ ...+0( A ). 


因 


= p(p - 1)".0 - 1) 

W ^ 


是整数，当 1 < i < p 时， ( i !， p ) = 1，所以 


(P — 1) • • • (P — i + 1 )， 


故 P I (?) •由 Eisenstein 判别法知 /(y + 1) 不可约，因此 f ( x ) 也不 可约. 
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5.4 多元多项式简介 


本节介绍多元多项式的定义和简单性质，特别是对称多项式的基本性质. 

5 . 4.1 基本概念 

多元多项式也是我们熟悉的对象，如 a ： 2 + 2 / 2 + ky - 3 rr + 4 y + 2. 实变董 
X !, x 2 ,..., x n 的一个函数/称为一个多项式，如果它能表为如下形式： 

f ( xi , x 2 r -^ n ) = ^2 a kik 2 - k n xi kl x 2 k 2 -- x n kn , (5.25) 


其中求和取遍非负整数组 （ h ， fc 2 , …， fcn ) 集合,但只有有限个系数 a klk 2 ... kn 非零. 
我们知道，所有 n 元函数组成一个代数，其中多项式全体形成它的一个子代数，称 
为 R 上: Cl ，： T 2 ，…， 〜的多项式代数，记为 R [ xi , X 2 ,-*- ? ^ n ]. 

下面给出任意数域尸上打元多项式的形式定义.首先引入一个记号.令 


Z n = {(A：i， …， fc n ) : A：i, • • • , /c n € Z}. 
在 Z n 上定义加法如下： 


(允 1 ， • • •， A ： n ) + …， • ••山 ） = ( 釦 1 + •，先 n + 

易知 z n 是一个 Abel 群，参见附录•令了 = {fc € Z n : ki^O y i = l,...,n}. 

考虑 F 上以 { e k :ke 1} 为基的无限维向 M 空间，按如下乘法表： 

ek^i = efc+z, Vfc,/ e /, 

得到一个交换代数，其单位元为 eo . 这个代数称为数域 Pin 元多项式代数,记为 
F [ x tl x 2l - .,〜]• 当 n = 1时,这就是一元多项式代数. 

对于 F 中每个元素 a , 我们将 ae 0 与 a 等同，记 


e ( i ， o，...，o ) = 工1 ， e ( o ， i ，”， o ) =怎2, .. • ， e (0 ,. = ^ n , 

那么 e (fcl> ... jfcrj) 因此 F [ x ir -, x n ] 中的元素可表为 (5.25) 形式，也 

可简记为/ = 5 Z akX ^ 称为 F 上 n 元多项式，此处工1， • • • ，〜是 n 个文字，也称 

kei 

为未定元. 

仅有一个非零系数的多项式称为一个单项式，如称 | fc | := fci +…+ fc n 
为其次数.两个单项式 a fc x fc , bix 1 称为同类项，如杲/: = /，即& = /“ 1 <〗< n. 多 
项式/中单项式的次数的最大值称为此多项式的次数，记为 deg/. 多项式/可以 
唯一地表为如下形式: 

OO 

f { x u x 2 r - i ^ n ) = Y ^ M ^ 2 r - fX n ) xi k 1 (5.26) 
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其 中八是 x 2 , …, : r n 的多项式,且仅有有 限个八 非零，这些非零多 项式八 对应的 
最大整数 A ： 称为/关于 A 的次数,记为 deg Xl /. 因此，可以将 F [ x u x 2 , …，〜]看 
成环 F [ x 2? ..., x n ] 上的一元多项式环，即 

F[x u x 2 r-y^n] = 印 2 ,… ， rrU. (5.27) 


为了像一元多项式那样，将一个多元多项式的表达式中所有单项式按顺序排 
列起来，我们必须在多指标之间规定顺序.在全体 n 指标集合 J 中按如下方式定 
义一 个序： 对任意两个 n 指标 A : = (、，•••，&)，/ = ( L …， U ， 如果 — Z = 
㈨ - h ，… ，心- M 的第一个非零数大于零,则规定大于记为利用 n 指 
标的序来定义单项式的序如下，单项式排在之前，记为 a k x k y b { x \ 如果 
k ^ L 我们把这样定义的序称为字典序.当 n = 1时，这就是降幂排法. 

按字典序写出来的第一个非零单项式称为此多项式的 首项. 例如，多项式22^ 2 2 + 
X 3 2 + Xi 2 X 2 + X 1 2 按字典序写出来就是 X \ 2 X 2 J tXi 2 -h 2 xiX 2 2 + X 3 2 , 其中就 
是它的首项.应注意,首项次数和多项式的次数可能不一致- 

命题 5.5 单项式的字典序有下列性质： 

1) 如果 uy v, v 扣，贝 ij w x 扣； 

2) 如果 u >- v y 则对任意单项式 lu 有 mi ; tnu ; 

3) 如果 Ui >- Vi , 1 X 2 X V 2 , 则 UiU 2 V \ V 2 - 

证 1) 考虑 u ， 〃， ti ； 的第一个具有不同幂的文字，设它们的指数分别为 h I m ， 

则 fc > Z > m ， 且至少一个为不等号，因此， k > m . 

2) tx , t ; 都乘以叫同一文字的幂都加上同一个数，大小关系不变 • 

3) 由 2) 得 ， lii 1 i 2 U \ V 2 y V \ V 2- 口 

定理 5.18 非零多项式的乘积的首项等于它们的首项的 乘积. 

证只需对两个多项式来证明 即可. 设 u 】， u 2 分别是多项式/， g 的首项，外，巧 
是/，#的任意项.如果外_ Ui 或 V 2 一 W 2 , 则由命题5.5,有 UiU 2 y V \ V 2, 因此， 

是 / P 的首项. 口 

推论 5.11 n 元多项式代数厂匕，"•，:无零因子. 

若多项式/中所有单项式都有次数 d ， 则称 f 是 d 次齐次多项式，即 

f (»^1， • •. ，工 n ) = > : 1 ... n . 

|fc|=d 

有时也将多项式先按次数写成齐次多项式的和，每个齐次部分则按字典序排列. 
设/ € F [ xi , - - • , x n ], deg / = m , 则有唯一的 i 次齐次多项式 / i ， i = 0,1， …， m , 使 
得 / = / m + •. • + A + / 0 ,其中力称为 / 的 i 次齐次 分量. 将两个多项式都写成齐 
次分董的和 

/ = /m + • • • + /l + /o ， 9 — 9l^~ - 1 ■沒 1 + 分 0’ 
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则乘积 h = fg 的 k 次齐次分量为 


= fi 9 j 

i + j=fc 

定理 5.19 设/，则 

1) deg(/ + 分）彡 max (deg/, deg^), 

2) deg(/^) = deg/ + degg. 

证 1) 显然； 2) 将/， p 写成齐次多项式的和 

/ = /m + • • • + /l 十 /o ， 9 = 91 ^ -+ 分 1 + 卯， 

则易知 / P 的次数等于其最高次齐次部分 fm 9 l 的次数，由定理 5.18, f m9l 的首项等 
千 fm 的首项与切的首项之积，当/ / 0,分# 0时 ， / m / 0,贝# 0,因此 f m gi ^ 0, 
故 deg(/^) = deg/ + deg^. □ 

和 n = 1的情形一样, F 上一个 n 元多项式确定上一个 n 元函数. 

定理 5.20 数域 F 上不同的 n 元多项式确定不同的函数. 

证要证一个非零多项式确定一个非零 函数对 n 归纳 • n = 1 的情形就是推 
论 5.3. U ^ feFlxtr-.Xnl n > 1, 且/确定一个零函数.将/表成:^的多项 
式形式 

/ = ^2fkXi k , f k e F[x 2 r-^ n ]. 

k 

it X 2 , X n 任意取定 F 中一组数 C 2 , …，〜，我们得到一个关于 A 的一元 
多项式 9 ( xi ) = EitA (^*-*, c n ) x 1 fc . 因为/是零函数，所以对任意 Q € F , 有 
分 ( Cl ) 二 /( Cl , …， Cn ) = 0. 由推论 5.3 知， g(x\) 的所有系数 / fc ( C 2, …， Cn ) 都 为零. 
由 C 2 , …， c n 的任意性知，所有八都是零函数.由归纳假设得，所有九 =0. 因此, 

/ = 0. * 口 


5.4.2 对称多项式 

定义 5.21 设/ € 若对 l ，."， n 的任意排列&，•••，、都有 

/(〜，•••, lij = /( xi ,-*-, x n ), 则称/是对称多 项式. 

任意排列都可由平凡排列经一系列对换得到.因此，对称多项式就是任意两个 
变元互换都不改变的多项式.显然，对称多项式的齐次分量是对称多项式. 

例 5.22 下列对称多项式称为幂和： 


Sk — X\ k -f X2 k + • • • + X n k , /c = 1 ， 2, 


# • # 
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例 5.23 下列对称多项式称为初等对称多项式: 

n 

t=i 

(72 = y ^ XiXj ^ 


(Jn = X\ X n . 

例 5.24 Vandermonde 行列式 y ( xi , • • •, x n ) 的平方是对称多项式. 

例 5.25 变元: Ei ， X 2, ： C 3, A 的任意一个置换导致多项式 

h\ = X\X2 4 - X3X4, /l2 = X1X3 + 工 2 工 4 , 九 3 = 工 1^4 + 工 2 尤 3 

的一个置换，因此， / U ， /12, &的任意对称多项式关于:^，: r 2 , 0： 3 , a : 4 也是对称的. 

例如， hih 2 h 3 = ( X1X2 + X3X4XX1X3 -f X2X4KX1X4 + X 2 X 3 ). 

例 5.26 对称多项式52 == XI 2 + X2 2 •+ • * * • -1 - x n 2 可表为： S 2 = q 2 - 2( T 2 . 

对称多项式的和与积还是对称多项式，对称多项式与数的乘积也是对称多项式， 
换句话说，多项式代数 F [ xx ,..., x n ] 中对称多项式全体组成一个子代数.因此，如 
果 G € F [ Xi ，• • •， X m j 是 • ^Xm 的多项式，而 / i，".，/m € F [ a ： i ，."， a ; n ] 都是 
xi ,..., x n 的对称多项式，则 G (/ i ，…， / m ) 是: n ，…，〜的对称多项式.自然要问， 
是否存在对称多项式 / i , …， / m ， 使得任意对称多项式都可用它们来表示？下面证 
明，初等对称多项式就是这样一组对称多项式. 

引理 5.3 若是对称多项式/的首项，则 h ^ ^ k n . 

证若对某个 i ， ki < 将而与 rr i +1 对换即得/中另一个单项式 

v ! = ax\ kl - - - Xt fc <+1 Xi + j fc< - • * x n fcn . 

显然， u ' h %这与 U 是/的首项矛盾. 口 

引理 5.4 对任意单项式 TZ = xx ^... x n ^, 存在非负整数&•••，/„，使得对称 
多项式 a ，• • • 的首项为 ti ， 且“， • • •，/ n 由 w 唯一确定 .. 

证 的首项是 XiX 2 -- X k . 因此， ( Tl ll ( T2 l2 - ( T n ln 的首项是 

: Fl“(XiX2)’ 2 … (XiX2 • • 'X n ) ln = x 1 ^ +Z 2+ * +^^2+ * +in . . . Xri ln . 

令它等于 U ， 得线性方程组 

,1 + ,2 + • • • + =允1， 

《2 +…+ = 允2， 

= hn - 
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它显然有唯 一 解,= A : n , h = ki — fct - fi , i = 1, 2, • • • , n - 1. □ 

定理 5.21 ( Newton ) F [ x ir • •，〜] 中任意对称多项式 / 都可以表示为初等对 
称多项式的多项式,且表法唯一.也就是说，存在唯一的多项式 Ge F [ Xv ， X n ]， 
使得 /( xi ,---, x n ) = G ( cri ,---, a n ). 

证如果多项式/ = 0,那么取 G = 0即可.如果/ / 0,设/的首项为 
ui = axi k ^-- x n kn - 由引理 5.3, 幻彡…彡 fc n . 由引理 5.4, 存在单项式 Gi € 
F [ X ir . • ， X n ] ，使 Gi ( a ir . • , a n ) 的首项为考虑对称多项式 

,1 = / 一 Gi(ai, • • ' f (7 n ). 

如果力= 0,就取 G = Gb 若 /i # 0,设 u 2 是 A 的首项，根据引理5. 4 ,存在 
G 2 € F [ X ir - y Aj , 使 G 2 ( a lr . •,〜） 的首项是 tx 2 . 考虑对称多项式 

,2 = /l - • • J ^ n ). 

如果/ 2 = 0,就取 G = Gi + G 2 . 否则，继续做 下去. 我们得到一列对称多项式 
/, / l ， …，它们的首项 Wi ， W 2， …满足下列关系： 

Ul >- U 2 

雋 

由引理5.3,这些单项式 tx m 中任意变景的幂不超过:^的幂，因而不超过 fct . 因此， 
^的指数组仅有有限多种可能，故上述过程有限步以后必停止，即存在某个 r , 使 
/ r = 0,取 G = Gi + G2 + • • • + G r 即可 • 

下面证明， G 是由/唯一确 定的. 假设还存在付€ F [ Xx ,..., X n ], 使得/ = 
} a n ). 令 D = G - / f ，则 £>( ai , • • • , a n ) = 0. 要证 = 0. 若不然，令 

A ，… ，认是 £>的全部不同类的非零单项式.设斯表示多项式•••，〜）的 
首项，丨=1，…，由引理5.4，別,...，1^互不 同类. 考虑其中最大的一个，不妨设 
为忉 1 .因为切 1 比 Di ( ai ，".， a n ) 中所有其他的项及 D “ ai ， …， < r n )，i = 2, s 
中的所有项都要大，于是将 

£>1(^1, • • • ， Cn) + • . • + D a (<7i，• * * , a n ) = D(gi, • • • , a n ) 

中单项式作同类项合并 ，別 不会被抵消掉.因此0 # 0,这与假设矛盾. 口 

例 5.27 用初等对称多项式表示4元对称多项式 

/ =Xi 2 X2X3 + Xi 2 X 3 X 4 + X\ 2 X2X 4 + X2 2 X\X3 -h X<^X\X\ + X 2 2 X^X4 
+ X 3 2 XiX 2 -f X 3 2 IiX 4 + X 3 2 X 2 X 4 -f X 4 2 X \ X 2 4- X ^ 2 X \ X ^ -f X 4 2 X 2 X 3 . 

解 f 的首项为 xi 2 x 2 x 3 , 等于 aid 3 的首项.令 /l = / -( Tja 3 . 计算得 /i = 
-4^4, 所以 / = ( T \( T ^ - 4^4. 
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例 5.27 中/也可简记为/ = E ^ i 2 ^ x 3 . 一般地，设 oar # •••〜、是一个单项 
式，用符号表示这个单项式经过 X !,..., x n 的一切对换所得的一切 
不同项的和.它是一个齐次对称多项式. 

例 5.28 用初等对称多项式表示4元对称多项式： 


/ = (XiX2 + X 3 X 4 )(XiX 3 + X 2 X 4 )(XiX 4 + X2X3). 


解/是6次齐次多项式，其首项为 X ! 3 X 2 X 3 X 4 . 满足条件 


3 ^ /i ^ I2 ^ ^3 ^ “ +《2 + ,3 +《4 = 6 


的指数组只可能是 （3, 1,1， 1), (2,2,2,0)，(2,2,1， 1). 形如的单项式 
分别为 ^1 2 ^4 ? <^3 2 , ^2^4-因此可以设 / = ^1 2 ^4 + aa 3 2 + &<7 2 <7 4 •对: Ti ， Z 2， 0：3，工4 
取特殊值，得到关于 a ， 6的方程组,求出 a ，6. 如 下表： 


X \ 

X2 

X 3 


cr \ 

02 

CT3 

OA 

/ 


1 

1 

1 

0 

3 

3 

1 

■■ 

1 

a = 1 

1 

1 

一 1 

一 1 

■■ 

一 2 

■■ 

1 

8 

-26 = 8 


因此 / = fTi 2 a 4 -h cr 3 2 - 4(72^4. 

利用定理 5.21 和 Vie^a 公式，我们可以求出关于一个给定的代数方程的根的任 
意对称多项式. 

例 5.29 设 Cl ， c 2 , c 3 , c 4 是四次方程 

x 4 + px 2 + 职 + r = 0 (5.28) 

的根，求以山= cic 2 + C3C4 , d 2 = C1C3 4- C2C4 ， = C1C4 + C2C3 为根的三次方程 

y 3 f aiy 2 022 / + a 3 = 0. 

解根据 Vi&a 公式： 

^l(c*l,C2,C3,C 4 ) =0 ， <J 2 (Ci ， C2 ， C3 ， C4) = P, 

J3(Cl ， C2 ， C3 ， C4) = _q ， J 4 (Cl ， C 2 ， C 3 ， C 4 ) = r, 

a \ = —( d \ + 办 + d^) y a 2 = + d \ d ^ 4- d 2^3> a 3 = — d \ d 2 d ^. 

而 4 = ^(ci,c 2 ,C 3 ,c 4 ), hi 是例 5.25 中的多项式，且由例 5.27, 例 5.28, 有 

h \ + 九2 + 九3 = 0"2 j 


/ ll / l 2 4- hih 3 4- / l 2^3 = ^1^3 — 4(74, 

"1"2 打 3 = CTl 2 CT4 + <^3 2 — 4 汀 2 仏 4. 


5.4 多元多项式简介 
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因此 W = - p ， a 2 = -4 r ， a 3 = 4 pr - q 2 , 所以所求方程为 

y 3 — py 2 — Ary 4- (4 pr — q 2 ) = 0. (5.29) 

继续考虑此例，能否从3次方程 (5.29) 的根求出原4次方程 （5.28) 的根？容 
易推出（作为练习）下列关系式： 

(ci + c 2 — c 3 — C 4) 2 = 4 (dl - p ), 

(Cl 一 C 2 + c 3 — C 4 ) 2 = 4( d 2 — p )， 

(Cl 一 C 2 — C 3 + c 4 ) 2 = 4( d 3 - p ), 


(Cl 十 C2 — C3 — C4)(Ci 一 C2 + C3 — C4)(Ci — C2 — C3 + C4) = 一 8g. 


由此可得 


Cl = - (y/di - p -h y/d 2 -p + ), 

C2 = 2 ( v^i - P - - p - - p ) ， 

C3 = ■(一 y/d\ — p + y/di— p 一 y/d^ —p ) ， 


C4 = - (- yjd\ 一 P - \/d2 — P + yjdz 一 P )• 


方程 (5.29) 称为方程 （5.28) 的预解式. 

例 5.30 解三次方程： X 3 -h px -h q = 0. 

解 设 w 是一个不等于1的三次单位根，则1, a ；， a ;- 1 是所有三次单位根.由 
韦达公式得 w + aT 1 = -1. 考虑线性多项式 


打 1 = 工 1 + 0 工 2 + U ； _1 X3, /l 2 = Xi -h CU~ 1 X 2 ~h UJX 3 } 


当 心， X 3 互换时， / ll ，/ l 2 两者互变.当工 1, 巧互换时， / ll 变成 南，而 fl 2 变成 
UJ ~ l hi . 因此，/ = / ll 3 + Zl 2 3 ， 分= hih 2 是关于 Zl , 工2， $3 的对称多项式，可以用初 
等对称多项式将其表为 

/ = 2(71 3 — 9 ( 71(72 + 27 ( 73 , 9 = G \ 2 ~ 3 ^ 2 . 

设 Cl, C2, c 3 是多项式 X 3 + px H- g 的三个根.令 

d\ = Cl +WC 2 +U ； _ 1 C3 ， d'i — Cl +CJ _ 1 C 2 +WC 3 . 
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习题5 

总假定 F 是数域,无特别说明时, 所考虑的多项式都在中 . 

5.1 节习题 

1 •设 /(X)， g(x) t h(x) e F[x]. 证明： 

1) 如果 f(x) + g(x) = f(x) + h(x )， 那么 g[x) = h(x); 

2) 如果 f(x)g(x) = f(x)h(x) t f(x) ^ 0, 那么 g(x) = h(x). 

2 •设 0 # /(*), 0 # g(x) G F[x] 9 X deg(/(x)y(x)) = degp(x). 证明， f(x) € F* . 

3 •设 m，n € N, f(x)e F[x). 定义 /(x) 1 = f(x), f(x) n = /(x) • f(x) n ~ l . 证明 • 

1) f(xmxr = /(x ) m+n ； 

2) (f(x) n r = Hxr n ； 

3) (f(x)g(x)) n = f(x) n g(xr; 

4) (/(x) 4 - g(x)) n = E^o ( n k )fM k 9(xr~ k . 

4 •设 f(x) = x 2 — 5:r + 3， i4=(o D •求 = A 2 — 5A + 3/2- 

5. 设 AeM n (F). 证明：存在非零多项式 /Or) = am x m + ... + ai x + a 0 , 使得 /(A) = 0. 

6. 设力 = diag (扃，4 2 ,… ，是准对角矩阵， f(x) € F[x). 证明 * 

/ ⑷ = diag(/( 山 ) ， /( 糸 ) ，…， /( 山 )). 


于是山 3 + d 2 3 = - 27q , did 2 = -3 p ， 因此 W = -27 p 3 . 于是山 3 和 d 2 3 是二 
次方程: r 2 + 27qx - 27p 3 = 0的根，解得 


di 3 = 27 


2 + V^4j J 


27 


^4 


(5.30) 


由等式 Ci + C2 + C3 = 0， Cl + UJC2 + 0 ；_ 1 C3 = di，Ci + CU ~ 1 C2 + CJC3 = 办得 


Cl = -(di + d 2). 


由于根的顺序可任意取，上式实际上产生所有三个根.因此得 Cardano 公式 




27 


27 



7• 设力是 F 上 n 阶矩阵， deg/ > 0, /⑼# 0, /(A) = 0. 证明， >1 可逆 . 
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8.设 f(x ) = 


—x 


3 


-26 R [: r ]， 求 f(a), 其中 tr € EndR 3 由下式定义: 


Cr(xi,X2,X3) == (xi, X3, —2X2 — X3). 


9. 求用 p(x ) 除 f(x) 的商 q(x) 与余式 r(x), 

1) f(x) = x 3 — 3x 2 — x — 1, g{x) = 3x 2 一 2x + 1; 

2) f(x) = x 4 - 2x + 5, g(x) = x 2 - x + 2. 

10. 用综合除法求 gOr) 除 f(x) 所得的商 (?(z) 与余式 r(x)* 

1) f(x) = X s - 5x 3 - 8x, g(x) = x-f 3; * 

2) f(x) = x 3 - x 2 - X ， g{x) = x — 1 + 2\/ = T. 

11. 用综合除法把 /(x) 表成 t - a ： o 的方幂和形式抑 )^ 

1) f(x) = x 5 t xo = 1 ； 

2) f(x) = x 4 - 2x 2 -j-3,xo = -2; 

3) f(x) = x 4 + 2y/^lx 3 - (1 + \T r l)x 2 - 3x + 7 + \Z = T,xo = 

12. 实数 m, p, g 适合什么条件时， : r 2 + m:r + 1 I a: 4 十 px + (/? 

13 . 设 /i, / 2 , 仍， P 2 , m € F[x]. 证明 * 如果 /i 三 yi mod m, f 2 = 92 mod m ， 那么 

/! ± / 2 三 （pi 土 P 2 ) mod m, / 1/2 = g \92 mod m. 

14 •设 9 (x)Ji(x)J 2 (x)e F[x], g(x) / ◦. 令氏为与 /<(x) 棋分 (x) 同余的多项式的集合 , 
BP Si = {/(:)€ F[x] : f(x) = fi(x) mod g(x)}. 证明下列条件等价： 

1) 5i H 5 2 # 0; 2) /i (x) = f 2 {x) mod g{x); 3) S\ = S 2 . 

15. 求多项式 /⑻， 使得 X 2 + 1 I /(X )， a x 3 -f- x 2 + 1 I f{x) + 1. 

16. 求一次数最低的多项式 f(x), 使得 

J a: 2 + a: + 1 mod (x 4 — 2x 3 — 2x 2 + lOx — 7), 

/( ) 1 2x 2 — 3 mod (x 4 — 2x 3 — 3x 2 + 13x — 10). 


5.2 节习题 

17 . 设一个四次首一多项式 fix) e C[x ] 有 2 重根 1 和单根 2, 3, 求此多项式 • 

18. 对任意 /Or) € F[:l ， 定义 D(f(x)) = J\x). 证明. 

1) 映射 : F[x] F[x] 是线性映射，并求 KerD, ImD; 

2) 对任意 /(x), g(x) € FM ， 有 (f(g(x))Y = f\g{x))g\x ). 

19 . 设 f(x) e R[x), 且对任意 ci € R ， 有 /(a) 彡 0. 证明：存在 /i(x), f 2 (x) e R[x], 使得 

/(x) = /i(x ) 2 + / 2 (x) 2 . 

20 . 设 €C 互不相同，试将多项式 /( x ) 分解为一次因式的乘积，其中 


/( x ) = 
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21. 将 a; 4 + a: 3 + a: 2 + a: + 1 e C[x) 分解为一次多项式的乘积 . 

22. 设 /(re), g(x) y h(x) € F[x] 满足下列条件 ■ 

(x 2 + l)/i(a;) + (x _ l)/(x) + (x + 2)g(x) — 0, 

(x 2 + l)h(x) + (a: + 1)/(*) + (x — 2)g(x) = 0. 

证明：（怎 2 + 1)|/ ，且（：1： 2 + 1)| 沒 . 

23 . 设 F[x] n = {g(x) e F[x) : degp < n}. 证明：以下四组多项式都是 F[x ] n 的基并求 
& 到 S 2 , 灸 以及 & 到 & 的过渡矩阵 . 

51 : 1 ， X,… ， x 71 " 1 ; 

5 2 •• 1, x-a, • • •, (x - a) n_1 ; 

5 3 : /(x) ， /’(:r) ， ." ， /( n-I )(x ) (其中 /€ F[x], deg/ = n-l); 

5 4 : H( x 一 a J) ， … ， 11(® 一〜 )( 勿 ， …， 0 »» e 厂 i 笋 J •时叫 # 巧 ). 

jVl 

24 •设 K = F[x] n , aeF . 定义 filV — F, fi(p(x)) = p (i) (a), V p(x) e V. 证明：函数 
fo ， ". ， f n -i 组成 V 的一个基 ^ 并求它的对偶基 . 

25• 设 n 为正整数 . 证明 • ㊁ (-l) fc (^)(n - 灸 + 1 广 = n! 

26. 求所有非零复多项式 f(x)€ C[:r 】， 使 /(/(x)) = f(x) n . 

27 •求 f(x), g{x) € R[x ], 使 deg / # deg 沒，且 f(x) 2 - g{x) 2 = x 4 + x 3 + x 2 + x + 1. 

28. 决定锒数 m ， n, p ， 使得下列条件分别成立： 

1 ) X 2 —： E + 1 I X 3m + X 3n+1 + X 3p+2 ； 

2) X 4 + z 2 + 1 I x 3m + x 3n+1 + x 3p+2 ; 

3) x 2 + x + 1 I :r 2m + a: m + 1; 

4) (x - l ) 2 丨 mx 4 + nx 2 -f 1. 

29 . 设 m ， n，p 为非负整数 . 证明： x 2 + rr + 1 | x 3m + x 3n+1 -f x 3 ^ 2 . 

5.3 节习题 

30. 求下列各组多项式的最大公因式： 

1) f(x) = x 3 ~ 6x -f 7, g(x) = x -h 4; 

2) f(x) = x 4 - Ax 2 -f 1, g(x) = x 3 — 3x 2 -h 1; 

3) f(x) = 3x 2 -f 1, g[x) — x 6 + x 4 + x + 1; 

4) f(x) = :r 3 - 1 ， g(x) = x 7 - ： r 4 + x 3 — 1. 

31. 对下列各组多项式，求 u ⑷与 v(x), 使得 (f ， g) = u/ + v 9i 

1) f(x) = x 4 4 - 2x 3 — x 2 — 4x — 2, g(x) = z 4 十 x 3 — x 2 — 2x — 2; 

2) /(x) = 4x 4 — 2x 3 — I6x 2 + 5x + 9 ， g(x) = 2x 3 一 x 2 — 5x + 4; 

3) f(x) == x 4 — x 3 — 4x 2 + 4rr + 1 ， g(x) = x 2 — rr — 1. 

32 . 设 / ， /i ， d y u, v £ F\x\. 证明： 

1) 若 d = t// + 叩，则 d 为 f 、 g 的最大公因式当且仅当 d I / 及 d I 

2) 若 /i 是首一的，则 (fh,gh) = (f ， g)h; 
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3 ) 设/， P 不全为零，若 d = (/，分)，/ =办，分=咖，则 ( p , g ) = 1; 

4) 设 /, 5不全为零 ，若 uf + vg = ( f ， g )， 则 （ u ， v ) = 1; 

5) 若（/，兑）=(/，/1) = 1,则（/，#) = 1 ; 

6) 若(/，沒)=1， 則 (/分，/ + 沒 ) = 1; 

7) 设 /i = a / + b ， gi = cf - {- dg y a , 6, c，d e F ， 且 ad - be # 0,则 （/， y ) = ( fu 9 i )- 

33. 设 /，分 ， m € F [ x] y 如果 (1)/ | m，y | m ; (2) 若 / | / i，g | / i ， 则 m | / i ， 那么我们称 
爪( 岣为 f ⑷， ff (^) 的最小公倍式.证明 * 

1) 多项式/，9的最小公倍式一定存在，且除一个非零常数因子外是唯 一的； 

2) 若 f ， ff 都是首一的，则[/，&(/,!?) = / A 其中 [/,(?] 表示首一最小公倍式. 

34. 如果/ € F [ x ] } ^ (/) = F [ x \ : f \ g ). 证明： 

1) (/) 是 F [ x ) 的子 空间； 

2) 商空间 F [ x ]/( f ) 的维数等于 n ; 

3) p | /,当且仅当 （/) g ( p ); 

4) ( f ) n ( 9 ) = ([ f 7 g]) y (/) + (/) = ((/, p )). 

35. 设 /，分 € F [ x ], deg f degg > 0, (/， 分 ）=1. 证明 * 存在唯一的 u , t ; € F [ x ], 使得 
u / + v 分 =1, 且 degu < degp , degv < deg /. 

36. —个次数大于零的多项式 p € F [ x ] 称为素多项式，如果 p 具有如下性质：若 p 整除两 
多项式的积，则必整除其中一个.证明 * p 是索多项式当且仅当 p 是不可约多项式. 

37. 设/ € F [ x ], deg / > 0. 证明下面三条件等价： 

1) / = 不可约， ceP ; 

2) 对任意5 € F [ x ), 或者 (/,</) = 1,或者存在 fc , 使得/丨 

3) 若/ 1 妁， m /\9 或存在把,使得/丨以 

38. 设 /， y € F [ x] y g ^ O . 证明下面三条件等价： 

l )9\ f ； 2) g k \ f k t Vfc € N ; 3) 广 | 广， 3 m e N . 

39. 设 /， p，/i € F [ x ], (/,/ i ) = l , 且存在 € N ， 使得产 I ( gh ) k . 证明， / 丨沒. 

40 •设 ( f ( x ) l9 ( x )) = 1•证明： （/( x m ) ，夕 (: r m )) = 1. 

41. 判断下列多项式有无重因式，如有，求出其重数 * 

1) x 3 — x 2 — x -I- 1; 

2) X 5 - 10 x 3 - 20 x 2 - lbx - 4; 

3) x 6 - 6 x 4 - 4: r 3 + 9 a : 2 + 12 a : + 4; 

4) x 5 — 5 x 4 + 7 x 3 — 2 x 2 + 4 t - 8. 

42. 实数 a ， 满足什么条件时，下面多项式有重因式？ 

1) x 3 + 3 x 2 + ax + 1; 

2) x 3 + 3 ax + 6; 

3) x 4 + Aax + b . 

43. 证明：多项式 /( x ) = l + a :+¥ + ...+ $ 没有重因式. 

44. 设 degf ( x ) > 0. 证明： J \ x ) | /( x ), 当且仅当存在 a ， 6 € F ， 使 /( x ) = a(x - 6) n . 

45. 证明： ( x m - l y x n - 1) = rr (m ， n) — L 


.198 . 


第 5 章多项式 


46.设 g ( x ) ^0, f = h mod g . 证明： (/, g ) = ( h , g ). 

47 •求 u ( x) t v ( x ) e R [: r ], 使 x n u ( x ) + (1 — x ) n v ( x ) = 1. 

48. 设 /， 9 € F [ x ]. 试证下列三条件等价： 

1) (/ ， P) = 1; 

2) 存在 tx e F [ x]y 使得 uf 三 1 mod g \ 

3) 存在 v e F [: r ]， 使得 vg = l mod /• 

49. 判断下列多项式在 Q 上是否 可约： 

1) x n - p,p 为 素数； 2) x 4 - 8 x 3 + I2x 2 - h 2; 

3) 5 x 4 -7 a : + 7; 4) x 4 + x 3 + a : 2 + a : + 1; 

5) x 3 + 3 x + 2; 6) x 6 + x 3 + 1; 

7) x p + px + l , 其中 p 为奇 素数； 8) x 4 -f 4 kx + 1，其中 fc 为整数. 

50. 证明 • 有无限多个整数 a , 使 /( x ) = cc 7 + 15 x 2 - 30 a : + a 在 Q 上不 可约. 

51. 设 Pl ，•••， Pit 是互不相等的 素数. 证明： K 是无理数 （ n 彡 2). 

52. 求下列多项式的有 理根： 

1) x 3 — 6 x 2 4- 15 x — 14; 

2) 4 x 4 - 7 x 2 - 5 x - 1; . 

3) x 6 + x 4 - 6 x 3 - 14 x 2 - lli - 3. 

53 . 设 / € Q [ x ) 有无理根 a + v / S , 其中 a , 6 e Q . 证明 ： a — v /5 也是 / 的根. 

54 . 设 f ( x)e ZM , 若 / 满足下面的两条件之一，则 /( x ) 无整數根. 

1) /(0), /( I )都是 奇数； 

2) 有奇素数 m , 偶数 n , 使 /( m ), f ( n ) 都是 奇数； 

3) 3 f /(0), 3{/(土1). 

55 . 设 f ( x )€ Q [ x ], deg / = 3. 证明： f ( x ) 可约当且仅当 f ( x ) 有有理根. 

56•设 f ( x ) = a n x n + a n - ix n_1 •• - + a\x -f ao 6 F [ x ], 其中 a n #0， a 0 / 0，令 
g ( x ) = a 0 x n + aix n_I ••• + a n -\ x - ba n . 证明* / 不可约当且仅当 p 不可约. 

57. 设 /( x ) = ^ Z W 无有理根.且有素数 P ， 使下列条件成立* 

1) 2) p | a “ 0 < i 彡 n - 2， 3) p 2 \ ao . 

证明： / Or ) 在 Q [ x ] 中不可约. 

58. 设/ = ^ ZW - 且有素数 P ， 使下列条件成立， 

1) p \ a 0 , 2) p 1 a “ 1 < i 彡 n ， 3) p 2 | a n . 

证明， / 在 QN 中不可约. 

59 . 设 / Or )， p ( x ) € Z [ x ] 互素，且有正次数，则只有有限个 fc 6 Z , 使得 p ( A ) 丨 f ( k ). 

GO •设 a , 6 e F , ci / 0. 证明： f ( x ) e F [ x ] 可约当且仅当 f(ax + b ) 可约. 

61. 证明： K 列多项式在 Q [ x ] 中是不可约的. 

1) x 2 十 27 x -f 213; 2) : r 3 + 6 x + 12; 

3) 8 x 3 -6 x + 1; 4) x 5 - 3 x 4 + 3. 

62. 设 ai , …， a n 是不同的整数， /( x ) = (x - oi)(x - o 2 ) • • • (x - o n ). 

1) 证明： / Or ) - 1 是 Q [ x ) 中不可约多项式； 


2) 证明 *当 n > 4 时， /( a :) + 1是 Q [ x ] 中不可约多 项式； 讨论当 n < 4的情形. 

5.4 节习题 

63. 证明：下面的多项式/是对称多项式： 

f { x \ } X 2 jX 3) = X \ 3 X2 2 + Xi 3 X 3 2 -f X \ 2 X2 3 + X \ 2 X 3 3 + X^ 2 . 

64. 证明 I D ( xi ,..., x n ) = n (Xi — a ) 2 是对称多项式，并且对于 n = 2, 3,用初等 
对称多项式表示多项式 D { xir -. x n ). 

65. 设 a ; 3 = 1， a ; # 1. 证明： f ， g 是对称多项式，并用初等对称多项式表示之* 

1) f(XlyX2 f X3) = (Xl +LJX2 -f U>" 1 X3) 3 + (X\ +0；"^2 +U«C3) 3 ; 

2) g ( x \^ X2 ^ X ^) = (xi + UfX 2 + CJ ^ l X3)(xi + UJ ^ l X2 + UJX ^). 

66. 把下列对称多项式表成初等对称多项式的多项式 * 

1) Xi 3 X2 + XlX2 3 + X2 3 X3 + Xi 3 X3 4 - X\X^ 3 + X2X^\ 

2) Xi 4 - hx 2 4 - hx 3 4 ； 

3) ( X1X2 + X 3 2 )( x 2 X 3 + X 1 2 )( X 3^1 + 巧 2 ); 

4) /( XI ，…， Xr ») = [ Xl 3 ; 

5) /( XI ，…， X ") = ^ Xi 2 X 2 2 X 3 . 

67. 设 / = ( a ; — Xi ) • • • (x — x n ) — x n — <7 ix n * 1 + • • • + (— l ) n a n , Sk = x\ k + •. • + x n fc . 

1) 证明 * x k+1 f ’ = (8 ox k + … + Sfc-ix + s fc )/ + y , 其中 degy < n ; 

2) 由上式证明 Newton 公式： 


■ ^ 

Sk + 〉 ： ( 一 沒 fc -‘ + {^^) k k(Tk 


1 ^ k ^ n ; 


Sk 


w 擎 

- =0, k ^ n . 


68 •设办 


X\ k -f- X2 k + • • 

•+X n fc ， A ； 

= 0,1,2, 

so 

Si • • • 

5fl—1 

Si 

• 

# 

S2 • • • 

馨 

華 

• 

參 

« 

5n—1 

♦ 

Srt ••• 

♦ 

S2n_2 


证明 


\\ iXi - Xj ) 


69. 证明 Waring 公式：当 A ; 彡 1 时， 


Sk 


E 

r = k , i 3 ^o 


+ • • • 斗 


十 In 一 


逆 a ! 1 … 


其中 /' = 5：； =1 jlj , Z = / 2 + / 4 + ... + Z 21? 】， [号】为 f 的整数 部分. 



第 6 章线性变换 

我们已讨论了线性空间与线性映射的基本性质，及其和线性方程组理论与矩阵 
运算的联系.本章主要研究单个线性变换的结构，介绍特征值与特征向量、不变子 
空间、最小多项式等概念，讨论线性变换可对角化的问题及线性变换对角化与空间 
分解的关系，给出线性变换的根子空间分解和幂零变换的循环分解定理，从而证明 
复空间上单个线性变换在适当基下的矩阵具有某种意义下最简的形式，即 Jordan 
形矩阵,为了方便计算，也介绍多项式矩阵方法. 


6.1 特征值与特征向量 


6.1.1 线性映射的矩阵 

总设 [/, V ， W 是数域 F 上有限维线性空间.设 a : V — W 是线性映射. 

令冷= ( ew „) 是 K 的一个基 ，7 =⑷是 W 的一个基.于是 W 
中的向 M a ( Cl ) ，… • ， a ( e n ) 可以由基 7 线性表出.设 


= aijdi + ••• + Ornjdmt j = !,••*,n. 


将 a ( ej ) 关于 7 的坐标向量作为第 j 列，我们得到 m x n 矩阵 



/ dll 

ai2 

… a\n \ 

^21 

• 

• 

a22 

• 

• 

… 02n 

• 參 

• • 

# 

' a ml 

讎 

• • 

®mn / 


( 6 - 1 ) 


( 6 . 2 ) 


定义 6.1 (6.2) 式中矩阵>1称为线性映射 a 关于 K 的基/?和 W 的基 7 的矩 

阵，简称为 a 的矩阵，记为 [ a ]}, 或简记为如果 V = %且0 = 7 ,我们称矩阵 
M 2 为线性变换 a 关于基0的矩阵，记为 ㈣ 少 

也就是说， a 关于基/?, 7的矩阵的第 j 列就是 ( T ( ej ) 关于基 7 的坐标. 

例 6.1 求 R 3 的恒等变换 id 关于基/?和 7 的矩阵，这里/3表示 R 3 的标准 
基，7 = ( dud 2 , ds) y 其中 di = (1,1,1), d 2 = (1,1,0), = (1,0,0). 

解 因为 id ( ei ) = ci 3 , id ( e 2 ) = d 2 - d 3 , id ( e 3 ) = d \ - d 2i 所以 

f 0 0 1 

Ml = o l - 1 

< 1 一 1 o 
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设 x = K 则 a ( x ) = Ei •将 (6.1) 代入，整理得 


a(x) 


ai)Xj’ 丨山 + 


〉 : ^mj^j ] dm 


因此 a ( x ) 关于基7的坐标为 2/i = 5^=1 i = 1,…， m. 艮 P 


2 /i 

2/2 


an ai 2 
^21 «22 


Vm 


a m i a m 2 • • 


^ln 

^2 n 


X2 


(6.3) 


或简写为 


(6.4) 


换句换说，对于取定的基， a: 在 a 作用下的像 a ( x ) 的坐标就是 a 的矩阵4左乘: r 
的坐标.可用下面的交换图来表示 a 和 L 的 关系： LaI] P = [七 (7,即 


W 


1\p 

， r 




F 71 —► F 


采用矩阵记号，可以简化上述计算过程 


吵1，…， O =⑷，…， d m )i4，x = (ei， …， e n )X 

cr ( x ) = a(ei ，…， e n )X = ( 山 ，…， dm){AX) 

=>■ = AX. 


(6.5) 


注考虑线性映射 cr:F 


关于标准基的矩阵.如果我们直接将和 


F - 中的向量写成 列向董 形式，看成列矩阵，那么 a 关于标准基的矩阵就是>1 
( a ( Cl ) ，…， a ( e n ))， 而 a 在向量 X 上的作用就是用矩阵乂左乘 X ，即 

g{X) = AX. 


这和一般情形是一致的，因为列向儀在标准基下的坐标向量就是它自己. 


命题 6.1 取 K 的基0 = ( ei ，• •.， e n ) 以及 W 的基7 = ( 屯， • • • ， d m ), 则有同构 


映射: 


Hom ( V ? W ) F mxn , < p ( a ) = [ a ]}. 
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证由定义知，矩阵问的第:/列就是 aiej ) 的坐标.由坐标的唯一性得#是 

Hmn ( K ， W 0 到 F mxn 的一个映射.设4是任意一个 mxn 矩阵，则对每个 j (1 彡 

3 ^ n ), 存在唯一的向 M 4 它关于基7的坐标为 A 的第:/列，即4 = ^ yA (- J ). 

由命题 3.11 知，存在唯一的线性映射 a : V — 使 a ( ei ) = dj , j = 1， …， n . 按定 

义， a 的矩阵为 A . 这就证明了 p 是 双射. 对任意的 a ，t G Hom ( V ^), fc € F , 有 

< r (0) = 7 M ， t (/3) = 7 [ r ]. 因此 (far + r )(/?) = + M )， 即和 -f r ] = k [ cr ] [ r ]. 

这就证明了 ^ 是线性映射.因此 W 是同构映射. 口 

推论 6.1 若 dirnK = n，dimlV = m ， 则 dimHoir^K ， W) = nm . 

证 由 dim (/^ 請 ） =nm 得 dimHom(F, W) = nm. □ 

注也可直接构造 Hom(V, W) 的一 个基. 对 1 < i 彡 7i, 1 < j 彡 m ， 令 


^ ii ( e fc ) = hjdi 、 k = l , 


n 


线性扩充为由 K 到 W 的线性映射％ • 易证，线性无关，因而是 
Hom(K, W) 的一个基.显然,％•的矩 阵是^ • 

命理 6.2 设 a •• V — t •• [/ — V 是线性映射， a ， 氏7分别是 t /， V ，州的 
基.那么 

Wr\l = [cr]} [r\i. 

证由命题 3.13 知, Ta 是线性映射.由 a (/ 3 ) = 7 k ], r ( a ) = Wr ) 得 


(err) (a) = a(r(a)) = a (/}[ r ]) = < t (0)[ t ] = (7M)M = 7(MM)* 口 

命题 6.3 设 a : V — W 是一个线性映射，且/3, 7分别是 V ， W 的基那么 ， a 
可逆当且仅当可逆.此时， 


w- x )^w\y l - 

证令 [aQ =儿由命题3.14,若 a 可逆，则 a - 1 : W-^V 也是线性映射，且 
a l a = idv , era 1 = idw - 显然 [ id ^]/? =： [ idivl ，= / •令 [ a _1 J ^ = B . 由命题 6.1, 命 
题 6.2 知， AB ^ BA ^ I . 因此火可逆，且乂的逆为反之，若4可逆，则存在线 
性映射 r : W K ，使 [ t ]$ = A ~~ l . 于是 [<7 t ] 7 = AA~ l = I . 由命题 6.1 得 ctt = idw . 
同理 ， ra = idy . 因此 a 可逆. 口 

有限维线性空间取定基以后，它们之间的线性映射可以用矩阵来表示.线性映 
射的运算对应矩阵的相应运算.但是，线性映射的矩阵与基的选取有关，那么基改 
变时，线性映射的矩阵怎样改变呢？能否选取适当的基，使得它的矩阵有简单的形 
式？ 

设 V , W 是数域 F 上线性空间, a : V ^ W 是线性 映射. 
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命題 6.4 取 V 的基/?和 W 的基7,设 Mg =人如果另取 V 的基#及 W 
的基 V ， R 0 ，= / 3 P，Y = iQ , 那么 

= Q~ l AP. ( 6 . 6 ) 

反之 ，若 Pe GL ( n , F ), Qe GL ( m , F ), 则尸是 c 关于某两个基的矩阵. 

证根据定义， </?) = •由已知， /?' =即 , Y = 7 Q . 于是 

a(/3 f ) = g{(3)P = { 1 A)P = 7 (^) = WQ'^iAP) = ^{Q^AP), ( 6 . 7 ) 


即 （6.6) 成立.反之，对于可逆矩阵 P ， Q ， 令# =斯 ， Y = 7 Q . 则况 7' 分别是 
V , W 的基，且由 （6.7) 式, Q - MP 是 a 关于/?'， Y 的矩阵. □ 

以上命题表明，基的改变引起线性映射的矩阵以等价的方式改变；反过来，相互 
等价的矩阵可以看作同一个线性映射在两对基下所对应的矩阵. 

定理 6.1 可以适当选取 K , W 的基，使线性映射 cr ： V ^ W 的矩阵形如 



( 6 . 8 ) 


证取 Kera 的基 ( fli ， …，办)，扩充为 V 的基 ( pi ， …， b r ; ai ， …， 办)，记为 
•设 q = a ( bi ). 由维数定理 ， （ Cl ，…， cv ) 是 Ima 的一个基，将其扩充为 W 的基 
7 = ( ci ， …， cv ; 山，…，•贝 ij [叩形如 (6.8). 口 

用矩阵的话来说，对于任意矩阵 A 存在可逆矩阵尸和 Q ， 使得 PAQ 形如 
(6.8). 换个说法,矩阵4可以经过一系列的初等变换化为标准形式.前面我们从初 
等变换的观点直接证明了这个结论.初等变换不改变矩阵的秩,因此 (6.8) 式中的 r 
就是矩阵4的秩,也就是线性映射^的秩，即像 Imcr 的维数 • 因此,秩相同的两个 
线性映射 a y r : V -^ W 有相同的标准形.也就是说，线性映射的矩阵表示只反映了 
它的秩.这主要是我们对于基的选取的自由度 太大. 要想使矩阵表示能更精细地反 
映线性映射的性质，需对基的选取方式加以限制.这对于线性算子结构的研究非常 
重要. 

6.1.2 线性变换的矩阵 

设 V 是 F 线性空间， a 是 K 上线性变换.给定 V 的基 " =( 61 ， •…， e n ), 线性 
变换 a 完全由它在基上的取值 a (6!) r . - Men ) 所确定.设 

(j(ej) = aijei + d2j^2 + • • • + a nj e n y J = 1， • • •，队 


则 a 由系数所确定.根据定义6.1，线性变换 a 关于基0的矩阵为方阵 



(6.9) 


也就是说， a 关于基/?的矩阵 >4的 第:/ 列就是向量 aiej ) 关于基/?的坐标. 

例 6.2 已知线性变换 ct : K 3 ^ R \ a(x j2 /, 之 ） = (x + 2^/ -: r, 之+ y). 试写出 

o 关于标准基的矩阵. 

解 令⑷， e 2 , e 3 ) 为 R 3 的标准基.计算 a ⑷）的坐标如下， 


a(ei) = a-(l, 0,0) = (1, —1,0) = lei -f (— 1)^2 + 0 e 3 , 
^(^ 2 ) = <t(0, 1 ， 0) = (0, 1 ， 1) = Oei + le2 + les, 
a(e3) = a(0,0,1) = (2,0,1) = 2ei + 0e2 + lea. 


因此 a 关于标准基（^， e 2 , e 3 ) 的矩阵为 

10 2 
一 1 1 0 
0 1 1 

例 6.3 设0 # a = (a!,a2,a 3 )€R 3 . 求正交投影 pr a 在标准基下的矩阵. 

解根据公式计算，得 pr a (eO = ^ a = f ^ a } z = 1, 2, 3. 因此 

af fl 2 a i ^ 3^1 

01^2 O2 (^3 a 2 
CllCls a2«3 0>3 

推论 6.2 取定 V 的一个基 0= ( ei ,_ ••，〜)， 则以下对应 






(p : EndV — ► M n (F), ip {< r ) = [( j ]^ 


是线性同构映射,且保持乘法，保持单位元.即^是代数同构. 

证显然， ^ p ( idv ) = 其余由命题 6.2 和命题 6.1 得. □ 

推论 6.3 设 a € Endl/ 关于基0的矩阵为克 

1) 若 7 = /?C 是 K 的基，则 a 关于基7的矩阵为 C-MC; 

2) 若 C € GL(n，F), 则 C - 1 是 a 关于基 7 = ^的 矩阵. 

证这是命题 6.4 当 P = Q 的特例. 口 

定义 6.2 设 A，B e M n (F). 如果存在可逆矩阵 C e M n (F), 使得 C^AC = 
B 、 那么就称 A 与 B 相似. 
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容易证明，矩阵的相似关系是一个等价关系. 

由推论 6.2 知,线性算子的矩阵表示保持了代数结构.因此，可以利用矩阵来了 
解线性算子的性质，或利用线性算子来了解矩阵的性质. 

例 6 .4设乂 e M n ( F ), 且 A 2 = A 证明： >4相似于一个对角 矩阵. 

证设 V 是一个 n 维尸线性空间，0是 V 的一个基 , a e End % 且= A 
由乂 2 = 4，得 <j 2 = a , 即 ct 是投影 算子. 故 V = Kenr ㊉ Imcr . 令 r = rankA 则 
dimlira = r .取 Imcr 的一个基（〜,•..，〜)，& Kera 的一个基 ( a r + i , • • • , a „), 得到 

V 的一个基此时， [ ah 是对角线上前 r 个为1其余元为0的对角 
矩阵.因此4相似于对角矩阵 

例 6.5 设 （ ei , e 2 ) 是 F 线性空间 K 的基， a € EndK , 且 a ( ei ) = 2 e x - e 2l 
7 ( 62 ) = ei . 令 /i = ei - e 2 ，/2 = -ei + 2 e 2 , 求。 关于基 （/ i , / 2 ) 的矩阵. 

解 设 (/ i ,/ 2 ) = ( ewdC ， a 关于基 ( e 1 ? e 2 ) 的矩阵为克由已知得 

因为 C 可逆，所以（八，/ 2 )也是 V 的一个基，且由基 ( ei , e 2 ) 到基 if u f 2 ) 的过渡矩 
阵为 C . 因此 a 关于基 （ A ，/ 2 ) 的矩阵为 


A ! ^ C^AC 


0 


注这里矩阵 I 是上三角矩阵，其方幂是容易计算的.因此，利用4和 W 的 


t 述关系，可以简化方幂的计算： 

A k = ( CA ' C - 1 ^ = CA fk C~ l 



k 

fc + 1 


6.1.3 特征值与特征向置 

自然要问，如何选取 K 的一个基，使得线性算子 a € EndV 关于这个基的矩阵 
具有简单的形状？通过选取特殊的基，使得线性算子的矩阵有尽可能简单的形状, 
这是我们的主要目标.我们知道， a 关于不同的基的矩阵是相似的，且和 a 关于某 
个基的矩阵相似的矩阵一定是 a 关于另一个基的矩阵.矩阵的相似关系是一个等 
价关系，一个相似类代表一个线性算子.用矩阵的话来说，我们要在每个相似类中, 
找一个形式尽可能简单的矩阵. 

形式最简单的矩阵是对角矩阵.我们希望能选取 V 的一个基，使得 a 的矩阵 
是对角矩阵.如果有这样的一个基，那么基向量^在 a 下的像就是的倍数.从 
几何观点看，基向量变为和自己平行的向量.这当然是很特别的情况.就平面向量 
旋转 R a 而言，当 a 不是 7 T 的整数倍时,不存在这样的非零 向量; 就投影变换作来 
说，和^平行的向 M 都具有这一性质. 
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定义 6.3 如果存在一个非零向董1； e V 和某个数 A € F ，使得 


cr(y) = Xv, (6.10) 

则称 X 为 <7 的一个特征值，称 t ； 是 C 7 的属于特征值 A 的一个特征向董. 

如果 t ; 是 (7 的一个属于特征值 A 的特征向量，那么它的任何一个非零倍数也 
是^的属于特征值 A 的特征向量.事实上，对任意 keF , 


a ( kv ) = ka ( v ) = k ( Xv ) = X ( kv ). 

这说明对应于某个特征值的特征向量不是唯一的.进一步， a 的所有属于特征值 A 
的特征向量以及零向量一起组成 V 的一个子空间，称为 a 的属于特征值 A 的特征 
子空间，记为 E x ( a ), 不混淆时， E Xi ( a ) 简记为尽.事实上， 


E \(( t ) = {x £V : cr ( x ) = Ax } = Ker(Aidy — ( J ). (6.11) 


但是，对应于某个特征向量的特征值显然是由这个特 征向董 唯一决定的，也就是说， 
一 个特征向 M 只能属于一个特征值. 

如果 K 是一个有限维线性空间 ，令（ 61 ， •••/„) 是 V 的一个基.设线性变换 a 
关于这个基的矩阵为儿任给向量 XG 它的坐标记为 X . 由坐标映射的性质知， 
存在数 A € F , 使得 a ( x ) = Ax , 等价于存在数 A € F , 使得 ylX = 若能先确定 

数 夂 则可通过解齐次线性方程组 （AJ - A)X = 0, 求出 X, 所以考虑先确定特征值. 

数 A 是 a 的特征值，当且仅当存在非零向量 : r € V 满足 a ( x ) = Ax , 当且仅当 
存在非零向量 X € 使得= AX ， 当且仅当齐次线性方程组 （AJ -A)X = 0 
有非零解，当且仅当 XI-A 的行列式等于零. 

由行列式的完全展开公式， 


det(tl — A) = 


t — an — ai 2 … — a>\ n 

一 Cl 21 t — (122 • • • 一 a 2 n 

• 镛 # 

_ 讎 • 

一 a n i —dn2 … t — a nn 


( 6 . 12 ) 


是由矩阵 A 所确定的一个关于 f 的多项式. 

我们称 det (^/ - A ) 为矩阵>1的特征多项式，记为 ch A ( t ). 因此,数 A 是 <7的一 
个特征值，当且仅当 A 是多项式 ch A ⑷在 F 中的一个根 • 

易知，相似的矩阵有相同的特征多项式.因此我们有下面的定义和结论. 

定义 6.4 设 K 上的线性算子 tr 关于某个基的矩阵为咸则称矩阵4的特征 
多项式 ch A ( t ) = det ( t / - 乂） 为 a 的特征多项式，记为 ch ^ t ). 
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定理 6.2 线性算子 ex 的特征值就是其特征多项式在 F 中的根. 

由代数基本定理得 

推论 6.4 复线性空间上的每个线性算子至少有一个特征值. 

因此，求出线性算子 a 的特征多项式 ch a ( t ) = det(tl - A ) 在 F 中的根就求出 
了线性算子 a 的所有特征值.求出了特征值以后，要求 a 的属于每个特征值的特征 
向 tt , 我们就解齐次线性方程组 


( A /- A)X = 0, 


(6.13) 


其中 A 是已知的特征值. （6.13) 称为对应于特征值 A 的特征方程，它的一个基础解 
系对应的 V 中的向童组就是属于 A 的特征子空间的一个基. 

例 6.6 设/?= ( ei , e 2 ， e 3 ) 为实线性空间 K 的一个基, K 上线性变换 a 关于基 
0 的矩阵为 A 求 a 的特征值和特征向量，其中 



解 计算得 ch ,(^) = det ( t / — j ) = (f - 5 )(f + I ) 2 .它的根为 —1( 二重）和 
5. 所以 a 的特征值为 A 】 =一1， A 2 = 5. 解方程 ( Xil - A)X = 0,得说的一个 
基:(1，- 1，0)丁， (1,0,-1) T . 解方程 ( A 2 J -> l)X = 0, 得 £2的一个基: (1，1，1) T . 

例 6.7 求平面向童的旋转变换 re : E 2 ^ E 2 的特征值和特征向董. 

解取 E 2 的一个标准正交基，在此基下的矩阵为 

/ cos 0 - sin 0\ 

\ sin ^ cos 0 J 

于是 c h A ( t ) = 纟 2 - 2 t cos 9 + 1 在 R 中的根就是的特征值.易知判别式 △ = 
4 cos 2 0 - 4 ^O, 而且， △ = (), 当且仅当 0 = n 7 T , neZ. 因此， 

1) 当0 = nTr 且 n 为偶数时， r 0 = id , 1是它的特征值, E 2 中每个非零向 M 都是 
t Q 的属于特征值1的特征向量•， 

2) 当0 = nTr 且 n 为奇数时，^ = - id , -1 是它的特征值， E 2 中每个非零向量 
都是的属 T 特征值-1的特征 向量； 

3) 当0 # n ; r 时，〜没有特征值及特征向量. 

设4是数域 F 上的 n 阶方阵，4定义的左乘变换 La 的特征值和特征向量分 
别叫做方阵4的特征值和特征向量， BP , 

定义 6.5 如果存在一个非 零向董 X eF n 和某个数 A € F , 使得 

AX = XX , (6.14) 

则称 A 为4的一个特征值，称 X 是 A 的属于特征值 A 的一个特征 向量. 


第 6 章线性变换 


如果 V 是 F 上一个有限维空间， V 上线性变换 tr 关于某个基的矩阵为>1,那 
么，向量 x 是线性变换 a 的属于特征值 A 的特征向量，当且仅当： r 的坐标向景 X 
是矩阵 A 的属于特征值 A 的特征向量.所以，有限维空间上的线性变换的特征值与 
特征向最的问题转化为矩阵的相应 问题. 

例 6.7 中, o 的矩阵4也可以看成复数域上的矩阵，在 C 中4有特征值 cos^-f 
i sin 0, cos 0 - isin 0， 对应地有特征向量（1，- i ) T , ( l ， i ) T . 这说明矩阵的特征值和特 

征向量与所考虑的数域有关. 

一般地， n 阶矩阵 A 的特征多项式 ch ^( t ) 是一个 n 次多项式.它的首项系数 
为1，常数项为 det (- A ) = (- l )^ deU , t n ~ l 的系数是- tn 4, 于是有 

ch A { t ) = t n - tv { A ) t n - 1 + …+ (- l) n detA (6.15) 

对于 n 阶矩阵 A 位于4的第“，•••，、行及第列的 fc 阶子式称为乂的 fc 
阶主子式.不难证明， t n ~ k 的系数是4的所有阶主子式之和.在复数域上，由根 
与系数的关系，立即得到如下结论. 

命題 6.5 设 Ai , • • • , A n 是 C 上 n 阶矩阵 >1 的全部特征值，则 

tvA = Ai + 入 2 + • • • + A n ， detA = Ai A2 • • • A n . (6.16) 

证 由代数基本定理和 Vieta 定理得. 口 

6.1.4 对角化 


满足什么条件的线性变换的矩阵可以是对角矩阵？等价地，什么样的矩阵相 
似于对角矩阵？下面我们来讨论这个问题. 

设 a 是数域 P 上 n 维线性空间 K 上的一个线性变换. 

定义 6.6 如果 a 关于 V 的某个基的矩阵为对角矩阵，则称 a 可对 角化； 设 
Ae 如果4相似于对角矩阵，则称 A 在 F 上可对角化. 

由定义即得如下结论. 

命题 6.6 线性变换 a 可对角化，当且仅当 V 有一个由 a 的特征向量组成的 

基，当且仅当 a 关于任意基的矩阵可对角化. 

例 6.8 考虑 2x2 实矩阵 4=($ 

解 det(t/-A) = t 2 —2 t -3 = ( t -3)( t - hl ). 于是 A 的特征值是 h = -1, A 2 = 3. 
解对应的特征 方程： 



得矩阵 4 的特征向董 d = (1,-1) T , c 2 = (1 ， 1) T . 易知， （ Cl ， c 2 ) 是 R 2 的一个基. 
设 C = ( Cl ， ca )， 则 C~ l AC = diag (— 1, 3). 因此 A 在 R 上可对角化. 



6.1 特征值与特征向量 


推论 6.5 如果 n 阶方阵4的一组特征向量组成的一个基，以这个基作为 
列向董组的矩阵为 C ， 则 I = C ~ l AC 是对角阵. 

弓 I 理 6.1 如果向量〜•••，％是线性变换 a 的分别属于不同特征值 A 1? -.., A S 
的特征向讀,那么向量组 …，％ 线性无关. 

证对 s 用数学归纳法.当 s = 1时，特征向 M h 非零，所以向 M 组 W 线性无 
关，命题成立.设 s > 1,假设对 （s - 1) 个向量，命题成立.若 

l\V\ + • • • -H l a v s = 0, /* 6 F, (6.17) 

上式两端用 A 5 id _ a 作用，得 

“(As — 入1)幻 1 + • • • + la {^3 ~ = 0. 

由于 VU …， VH 线性无关，所以 

ii(A a - Ai) = ••- = l 9 (X s - X s -^i) — 0, 

因为 h ， …互不相同，所以/ 1 =...=/^ 1 =0,将它们代入 (6.17) 式得= 0, 
又％ _ 0,所以= 0•因此 w ，• • •，外线性 无关. 口 

弓 I 理 6.2 如果 Ai ，…， A , 是 a 的不同的特征值，而如, …，％ 是 J 的属 T 入 
的线性无关特征向 M ， 那么〃11，…，，…，％1，…， V S r a 线性无关. 

证如果存在数…山 n , …山 i ，…， EF ， 使得 

ill^ll + • • • + hnVln + . • • + Isl^sl + • . • + lar a y S r a = 0, 

记扒 = + • •. + Un Vir x , S = 1， • • • ，占，贝 1 j Vi € 氏，上式即 

Vi H - h = 0 , 

于是 ％，•••，％ 线性相关，由引理 6.1 得 W = ••• = % = ()•由已知，对每个 i ， 向量 
Vtl , • • • > 是线性无关的，所以 iii = ••- = lin = 0, i = 1，…， □ 

线性变换^的特征值 A 对应的特征子空间的维数称为 A 的几何重数，而 A 作 
为特征多项式的根的重数称为 A 的代数重数.两者间有如下关系. 

引理 6.3 几何重数小于或等于代数重数. 

证设 A : 是 a 的一个特征值， ( e ir -, e s )^ E l 的一个基，将此基扩充为 K 
的一个基,那么 a 在这个基 T 的矩阵形如 

/ Ai / A ,\ 

Vo aJ ' 


由 det(tl -A) = (t- AJMet ("- 4 2 )知， A ! 是 ch A (t ) 的至少 s 重根. 


□ 
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定理 6.3 设线性变换 a 的全部不同的特征值是•••,>，，则 a 可对角化的 
充要条件是 a 的特征子空间 E U ...， E S 的维数之和等于空间 K 的维数，即 n = 

dimF = dimEi ， 

证设 M ，…，是 a 的所有根，重数分别为 n , •••，/>由引理 6.3 知，有 
dim 氏彡 n , 于是 5 Zi=i dim^i ^ n 彡 n . 由引理 6.2 知，要得到一个由线性算 
子 a 的特征向量组成的基，唯一的方式就是取特征子空间的基的并.因此, a 可对角 
化的充要条件是 n = Ei=i dim &. 这等价于 EU %且对所有 i ， dim ^ = n , 
等价于 ch a ( t ) 可分解为一次因式的乘积，且每个特征值的几何重数等于其代数重 

数. □ 

推论 6.6 如果线性变换 a 的特征多项式在 P 中有 n 个不同的根，那么 a 可 

对角化.等价地， F 上 n x n 矩阵 A 如果在 F 中有 n 个不同特征值，则4在 F 上 

可对角化. 

由于 C 上 n 次多项式有 n 个根，所以有下述结论. 

推论 6.7 设 a 是复线性空间 V 上的一个线性变换.如果 ( T 的特征多项式无 
重根，那么 a 可对角化. 

例 6.9 下列矩阵是否可对角化？ 



解 ch A ( t ) = f 2 + 1有复根土2.于是 X 在 C 上可对角化. 
ch B ( t ) = P - 15纟 2 + 2 U 有实根0, |(15 士 y / l 51 ),B 的特征值是实的且互不相 
同.因此 B 在 R 上可对角化. 

ch c (0 = - 7^ 2 - + 4 = (^ -f l)(t 3 -t 2 - 6t+ 4). 显然 一 1 不是 f(t) = 

亡 3 - P - + 4 = 0 的根， f(t) = 3t 2 - 2t - 6 有根 A = ， 但 /(A) ^ 0, 所以 /(t) 

的图像与实轴有三个不同的交点.因此 C7 有 4 个不同的实特征值， C 在 R 上可对 
角化 • 

例 6.10 设 B € R 4 x 4 , 它的所有元都是 1. 证明， B 可对角化. 

解 显然， rank ^ = 1. 所以方程组 BX = 0 的解空间的维数是3, T 是0是 B 
的一个特征值，且 dim 五 0( a ) = 3. 易知， 

q = (- 1，1，0,0)丁，巧=(-1，0，1，0)丁，。 3 = (-1，0,0，1)丁 

是方程组 X! + x 2 + x 3 -f X4 = 0的一个基础解系，即 S 的三个线性无关的特征向 
镦.由观察知，4也是 B 的一个特征值， c 4 = (1，1， M ) t 是属于 A = 4 的一个特征 
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向量.于是我们得到了四个线性无关的特征向董.因此 B 在 R 上可对角化.具体 
地，令 C = ( ci , c 2 , c 3 , c 4 ), 则有 


CT l BC = D = diag (0,0,0,4). 

下面定理是利用直和的概念表述可对角化条件. 

定理 6.4 设 a 是 F 上向量空间 V 的线性变换. At ，…， A s 是 a 的全部互不相 
同的特征值.则^可对角化当且仅当 F = ㊉ f =1 尽. 

证若 a 可对角化，则 V 有一个由 a 的特征向量组成的基.将这个基中对应 
于特征值\的特征向量张成的子空间记为 K ， •则有 K = eUiVu 且 V ； S 拉.因此 
V = eUEi. 由引理 6.2 知，不同的特征子空间的和是直和.反之 ，在每个 Ei 中取一 
个基，合起来组成 V 的一个基，则 a 关于此基的矩阵是对角阵. 口 

如果 a 可对角化,那么它的对角矩阵的对角元除顺序外是由 a 唯一确定的，就 
是 rr 的特征值.当 a 不可对角化时， a 的矩阵有何简单形式？ 

命題 6.7 设 a 是 n 维复线性空间 V 上的线性变换.则存在 K 的基，使得 a 
的矩阵是上三角的. 

证设 a 关于基0 的矩阵为 A 由代数基本定理， a 有特征向 M ei ， 将其扩充 
为 V 的基# ，则 a 关于基#的矩阵，的第一列为 ( A !,0,...,0) t . 于是， W 形如 

( A “)， 

其中为 （n - 1) 阶方阵,即存在可逆矩阵 Ch 使 W = CrMG . 对 n 归纳，可假 
定存在 C 2 € GL n ^( C ) y 使得 C 2 ^ BC 2 是上三角的，令 

hf 1 °)， 

VO c 2 ) 

则= C- l {Cr l ACx)C^ C-^AC 为上三 角形. 口 

矩阵形式：每个复 n x n 矩阵4相似于一个上三角矩阵.换句话说，存在矩阵 
Ce GL n ( C ) ? 使得 C } AC 是上三角的 • 

推论 6.8 设 a 是数域 F 上有限维向 M 空间 V 上的线性变换.如果 a 的特征 
多项式可以分解为厂上一次因式的乘积，则存在 V 的基，使得 cr 的矩阵>1是上三 
角的. 

证和上面证明一样，只要说明 B 的特征多项式在 F 上也可分解为一次因式 
之积. 事实上， det(tl - A 1 ) = (t — X 1 ) det{tl - B ). 口 

6.2 不变子空间 

继续考虑线性变换的矩阵表示.设 V 是 F 上一个向量空间， a 是 V 的线性变 
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换. 我们知道，<7可对角化当且仅当 K 有一个由 a 的特征向量组成的基.但并非每 
个线性变换都有足够多的特征向最组成 K 的一个基.那么怎样取基才能使 a 的矩 
阵尽可能简单呢？若不能化为对角形，能化为准对角形吗？为此，我们将特征向量 
的属性加以推广. 

6.2.1 线性变换的限制 

定义 6.7 设 t / 是 K 的子 空间. 如果 a ( U ) £ [/，即，若 t /， 则 a ( x ) € t /， 那 
么就称1/是 a 的不变子空间，简称 a 子空间. 

从不变子空间的定义立即得到. 

命 06.8 设 a € EndV , ai ，…， K 则 C / = 〈 a 】，.• •， a s 》 是 a 的不变子空 

间，当且仅当 4 a !) ，…， cr ( a 9 ) € U . 

例 6.11 设 V 是数域 F 上向量空间， a , tMV 的线性变换. 

1°零子空间 {0} 和 K 自身都是 tr 子空间，称为平凡 a 子 空间； 

2°设 f / 是 a 子空间，则 a ( U ) = { a ( x ) : xeU )^ a 子空间.特别地， tr 的 
像是^子空间； 

3°设 t 与 a 可换，则 r 的特征子空间、核与像都是 a 子空间.事实上，设 : r € 

五 入⑺，则 r(a(x)) = ( t { t { x )) = 入 a(x )， 故 a(x) e E 入 (t )， 因而 E\(r) y Kerr = E 0 (t) 

是 a 子空间•又 ct ( t ( V )) = r ( a ( V )) C r ( V ) y 所以 r ( V ) 也是 a 子 空间. 特别地 ， a 
的多项式 /( a ) 与 a 可换，因而 f ( a ) 的核与像是 a 子空间.特别地 a 的特征子空间 
是^子空间； 

4°设0 一 a € V ， 则⑷是 a 子空间，当且仅当 a 是。的特征 向量； 

5°设0 # a e K 由 S = { a ， a 2 ⑷，… } 张成的子空间〈的是 a 子空间，且 
是含 a 的最小 a 子空间，称为由 a 生成的 a 循环子空间. 

设是 a 子空间 • 按定义，有 a ( U ) C U . 考虑映射 a 在 U 上的限制，得到 
上的一个线性变换，叫做线性变换 a 在上的限制，记作 alt ；， 即 

(r\y :£/—>[/， cr\u(x) = a(x), V x E C/. 

易见， a 在其核上的限制 alKercr 就是 Kera 上的零变换, a 在任一特征子空间上的限 
制是 Ex ( a ) 上的数 M 变换 • 

如果 K 是有限维的，取 y 的一个基/?! = ( ei ,..., e ,), 将其扩充为 V 的一个基 
0 = ( Cl ，…， e n ) .设 a 关于基的矩阵为 Z =(叫) nxn ，即 

。(〜）= aijei + • • • + a nj e ni j = 1， • • • ， n . (6.18) 

因为 C / 是 a 子空间，所以 a ( ei ) ，…， a ( e s ) 都可以由 A 线性 表出. 因此，>4的前 s 
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列中的后 ( n ^ s ) 个元都为零，即 



(6.19) 


此时， 矩阵皋 就是 trie ; 关于基 A 的矩阵.反之，如果 a 关于 V 的某个基/?的矩阵 
形如（6.19)，其中4是 s 阶方阵，那么〈/30是 a 子空间. 

如果 V 可以分解成两个^子空间的直和 ：V = t /® 我们分别取 t / 的一个 
基仇= ( ei , …， e s ), 和 W 的一个基 /?2 = ( e a + i ,•••,€„), 那么 0 = ( ei ， •.•，„)是 V 
的一个基，且 (7( ei ) ，…， (7( h ) 可由 A 线性表出，而 a ( e s +1 ) ，…, a ( e n ) 可由/3 2 线性 
表出.因此 a 关于基/?的矩阵4形如 



( 6 . 20 ) 


其中皋是 Me ; 关于基 A 的矩阵， A 2 是 a | w 关于基决的矩阵.反过来, 若 cr 关干 
某个基的矩阵形如（6.20)，令 C /， W 分别表示 A ， 决生成的子空间，则 J 7 和 W 都 
是 a 子空间，且 K = C ； © 由归纳法得如下命题. 

命题 6.9 F 可以分解为 a 子空间的直和 V = R ㊉ • • • © V ；，当且仅当 a 关于 
某个基的矩阵为准对角矩阵 A = diag ^， …，4)，其 中次为 a | K 在相应基下的矩 
阵. 

例 6.12 空间 向董绕 轴旋转0角的变换是 E 3 上的一个线性变换.取标准正交 
基 （ el , 石，6)，使得石与旋转轴共线，则它的矩阵为准对角阵 

( cos 汐 一 8in0 0 \ 

siuO COS0 0 I . 

0 0 1 ) 

这与 E 3 分解成不变子空间的直和是一致的： E 3 = ( el , e 5)®( e 3). 

6.2.2 实向 量空间 的复化 

复向量空间上的每个线性变换至少有一个特征值，而实向贵空间上的线性变换 
可能没有特征值.类似于用实数构造复数，可以用实向量空间 V 构造一个复向贵空 
间 v ^. 通过复化可以获得实向 M 空间上线性变换的一些有用信息. 

具体地，取 V 的元素对 (u y v) 作为 Vfe 的元素，定义加法和数乘 如下： 


(Wl,Vl) + {U2,V 2 ) = (txi + Vi,U2 4- V 2 )y u u Vi e V, 

(a 4 - bi)(uyv) = (au — bv^bu- {- av), a, 6 G R. 


容易验证,按以上定义，成为 c 上一个向 M 空间. 
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考虑形如（〃， 0 )的元素和实数的乘法，将（％ 0 )与 t ; 等同，可以将 F 作为实子 
空间嵌入，将 Vfe 的任意向量写成如下形式： 

( w , v ) = (Uj 0 ) -f ( 0 , v ) = ( u , 0 ) -f i ( 0 , v ) — u-h tv . ( 6 . 21 ) 

V 的每个基同时也是 Vfe 的一个基，所以 dimV ^ diracVfe . 但还有其他 
的基 . V 上的每个线性变换可以唯一地扩充为上的线性变换 

gq : Vq —♦ Vj0 , u-\-iv ^ cr ( u ) 4- ia { y ). (6.22) 

关于实向量组成的基，线性变换 a 和有相同的矩阵. 

变换有复特征值和对应的复特征向量，对应的实的意义是什么？ 

命睡 6 . 10 设 v € V , a , 6 6 R , b / 0. 向 M u w 是的属于特征值 
a + bi 的特征向量当且仅出 t / =化， t ；》 是 V 的 2 维 a 子空间且 

g { u ) = cm — bv , a ( v ) = bu -\- av . 

证由定义及 （ 6 . 21 )、（ 6 . 22 ) 式， a c (w + n ;) = (a + i&)(w + M ；) 等价于 

■ 

a ( u ) + ta ( v ) = (au — bv ) + i(bu + av), 

即 a ( w ) = au — bv y a ( v ) = bu + av . 口 

命题 6 . 10 表明，线性变换 dll ； 关于基 （ ix ， t ;) 的矩阵为 



于是向量 U - tv ^ ( TQ 的对应于特征值 a - zb 的特征向 M . 作为命题 6 . 10 的推论， 
我们得到如下重要 定理. 

定理 6.5 实空间上的线性变换有 1 维或 2 维不变子空间 • 

6.2.3 最小多项式 

设 V 是 F 向》空间，而 a 是 K 的一个线性变换.我们知道,对于，上任意多 
项式/⑷=我们得到 K 的一个线性变换 

n 

> : diO ^ = aQidy 4 - clict + • • • + d n cr n ^ 

称为多项式 / ⑷在 ^ 的值，记为 /(a). 也就是说,我们用 a 定义了多项式代数 
到 K 的线性变换代数 EndK 的一个映射 


(f : F [ t ] — ► EndV, f ( t ) »— > /(a). 
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我们知道 W 是线性映射，且保持乘法和单位元，即对任意的 g € F[tl 

(/ + 9 )(^) = /(^) + 夕⑷，⑽⑷= f (( r ) g ( a ). 

定义 6.8 设/⑷ e 琳若/⑷= 0,则称/⑷为 a 的零化多项式. 

根据定义，多项式/⑷是^的零化多项式，当且仅当/⑷€ Kei ^， 即 a 的全体 
零化多项式组成的集合就是 Ker ^ p . 这是的子空间，且对任意/⑷€厂叽 p (0 G 
Kenp ， 有 f ( a ) g ( a ) = 0,于是 f ( t ) g ( t ) € Ker < p . 因此 Ker 妒是邱 ] 的一个理想 • F [ f 】 
的每个理想都是主理想.因此，若 Ker ^ ^ 0,则存在唯一的首一多项式 m ⑷，使得 
Ker ^ = ( m ⑴).实际上， Ker ^ ^ 0,等价于 a 有非零零化多项式.此时， m ( t ) 就是其 
中次数最低者. 

定义 6.9 线性变换 a 的非零零化多项式中次数最低的首一多项式称为 a 的 
最小多项式，记为心⑷或 m ⑴. 

命題 6.11 线性变换 a 的最小多项式若存在，则 唯一; 且若 m (0 是 a 的最小 
多项式，则 a 的全部零化多项式就是 m ( t ) 的所有倍式. 

例 6.13 零变换0和恒等变换 idy 的最小多项式分别为 f 与£ - 1. 

例 6.14 设 a =去 € EndF [ x ] n . 对任意 f ( x ) e F [ x ] n? ^ a n ( f ( x )) = 0,于 
是尸是 a 的零化多项式.对任意 k < n , cr ^ x ^- 1 ) / 0.因此 ( T 的最小多项式为 
m a { t ) = 但作为的线性变换 ， a = £ 没有最小多项式.事实上，对任意 

9 { t ) € F [ t ]， 设 deg ^ = m , Wl g { p ) x m / 0 •故没⑷餐 Kery ?. 

如果 V 是有限维的，则 EndV 也是有限维的.因此存在正整数 m ， 使得 id v ， 
a ， …， W 1 线性无关，而 id v ， ％•••,，线性相关,于是，可表为 id v , %…， 
，一 1 的一个线性组合，即有线性关系 

a m = aoidv -f o,\a + … + a m _icr m-1 . 


因此，多项式 /⑷ =t 


1亡 


o>\t - aa 是 a 的一个零化多项式，而且 


是次数最低的首一零化多项式.因此/⑴就是 a 的最小多项式. 

类似地，可定义矩阵的零化多项式，最小多项式的概念. 

取 V 的一个基 （ ei r "， en )， 设^的矩阵 M 为木我们知道映射 


x(j : EndV —► M n (F), a »—► [<jj 


是 V 的线性变换代数和 F 上 n 阶矩阵代数之间的同构映射.因此，对于任意的 
f(t)e FM ，/( a ) = 0,当且仅当 f(A) = 0. 由此得如下结论 • 

命 S 6.12 多项式/⑷是线性变换 a 的最小多项式，当且仅当/⑴是 a 的矩 
阵4的最小多项式;相似矩阵有相同的最小多项式. 

定理 6.6 设[/是 V 的一个 a 子空间，且 a ， a | c ； 的特征多项式分别为 /((), Mt ), 
最小多项式分别为 m ⑴， jUfl fi(t) I f(t) ， mi(t) I m(t). 
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证取 [/ 的一个基，扩充为 V的基，则 c 关于这个基的矩阵形如 （6.19) •于 
是 f ( t ) = det(tl - A) = det(tl - A^detitl - A 2 ) •又 det(tl - Ai ) = A(t)， 因此 


fi(t) I f(t ). 由 


m(A)= 


(m{Ai) 
\ 0 



得 mM!) = 0,即 m ⑷是皋的零化多项式.因此 m ^ t ) \ m { t ). □ 

推论 6.9 如果 V 可以分解为 a 子空间的直和： V = Vi ㊉…㊉ ％,记 a 和(7|% 

的特征多项式分别为/,夂最小多项式分别为 m ， m <， 则 


f = h". fs，rn = 

证 根据命题 6.9, a 在某个基下的矩阵为 A = diag ^ ，…，圮)，其中木为 
ck 的 ㈨ 阶）矩阵.于是 

S 9 

f(t) = det(t/ n - A) = J^[det(t/ ni - Ai) = 

•=i *=i 

今 y = [mi, … ， m s ] •于是 g(A) = diag(y(i4i),• • •, g(A 8 )) = 0 , 因而 m | 分 • 又 0 = 
m{A) = diag(m(>li), … ， m(A ，)） ，因而 m(i4<) = 0, i = 1 ，…，〜于是 rr“ | m, i = 
1 ， … ， s ， 从而 p 1 m. 因此 m = g. 口 

6.2.4 Cayley-Hamilton 定理 

引理 6.4 设 V 是数域 F 上有限维线性空间，^是 V 的线性变换， W 是由 V 
中一个非零向量: r 生成的循环子空间•令 dimW = fc .则 
W 的一个基. 

证 因为 : T / 0,且 V 是有限维线性空间，于是存在最大的正整数 j ， 使得 
(3 = 线性无关.令 Z 则 是 Z 的 

一个基，且 ( T j ( x ) 可以由0线性表出，即 < j ^{ x ) G Z . 对任意的 y € Z ， 令 y = 
box -f b \ cr { x ) + … + fej _ i ^ -1 ( x ), 其中 fco , • • •, 6 j-i € * F • 则 

o { y ) = 6 o <7( x ) + 6 i < t 2 ( x ) + • • • + bj —\ o ^( x ) € Z . 

因此 Z 是 ex 不变子空间.又 W 是含 x 的最小不变子空间，所以 W = Z . □ 

定理 6.7(Cayley-Hamilton) 设 V 是数域 F 上有限维线性空间，而 a 是 K 

的线性变换，/⑴是^的特征多项式，则 f { cr ) = 0. 

证 显然 /( a )(0) = 0. 对任意0 / z e V ，要证 f { a )( x ) = 0.令 W 为 x 生成 

的循环子空间，且 dimW = k . 由引理6. 4 知,存在 a 0 , q ，…， 以_! G 兄使 


oqX - f - di (7( x ) 十 •. • + 1 ( x ) -f cr k ( x ) = 0. 


(6.23) 
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因此关于基 ( a ;，< T ( a ;)， …，―- 1 ( a ;)) 的矩阵为 

/ 0 0 ••- 0 一 do \ 

1 0 • • • 0 —0 L \ I 

W\w]p = • • • • ， 

• • • • II 

• • • 

V 0 0 "• 1 — a / t — 1 / 

于是 dvv 的特征多项式 

g[t) = do a\t + • • • + CLk^it^ 1 + 1^. 

式 (6.23) 表明， ^((7)( x ) = 0. 由定理 6.6 得沒 I /，因此 /( a )( x ) = 0. □ 

推论 6.10 设乂是数域 F 上一个 TIXTI 矩阵，则 ch > i (> l ) = 0. 

推论 6.11 线性变换最小多项式与特征多项式有相同的根（不计重数). 

证如果 A 是线性变换 a 的特征值，那么 aU A (<7) 的最小多项式为 t - A ， 由定 
理 6.6 得 f 一 A | m a . 反之，由 C ay ley - Hamilton 定理知 | ch ^. □ 

6.2.5 准素分解 

设 a 是数域 F 上向 M 空间 V 的线性变换. 

定理 6.8 (准素分解定理）设 m ⑷是 a 的最小多项式，且有标准分解 

m(t) = mi (t) ri •• m 9 ( f 广 • ， 

则 V 可以分解为 a 的不变子空间的直和： 

K ㊉ … ㊉ V s ， 

其中 V ； = Kermi ( aO n ，且 a | v ; 的最小多项式为 rrii ( t ) ri . 

证令 hi ( t ) = mi ( t) r S gi ( t ) = m ( t )/ hi ( t ), |W sn ，…， g 8 互素，于是存在多项式 
fi ^ F [ t] y 使得 ZUi fi 9 i = l , 所以 EU fi { cr )9 i { cj ) = idy . 因此， 

v = idv ( v ) = t；i + • • • + w ， V v € V , 

其中叫 =/ i ( a ) 讲 (< j )( v ), i = l ，.", s •对每个在，因为 

/ ii (< j )( vi ) = hi { a ) fi ( a ) gi ( a )( v ) = fi ( a ) m (< j )( v ) = 0, 

所以 ^ G V ； = Kerhiia ). 因此 V = [ U . 往证此和为直和•若 

0 = Vi + • • • + %， Vi e Vi ? 1 彡 i 彡 s . 
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用 9 M ) 作用上式，由于 9 i {( y ){ vj ) = 0 (j / 0,则得 9i {( j ){ vi ) = 0. 因此 

Vi = ^v(vi) = I ⑷仍 ⑷⑹ = • ⑷办 ⑷⑹ = 0. 

\j=l / J=i 

又由推论 6.9， a | Vi 的最小多项式为 m #)' □ 

推论 6.12 a 可对角化，当且仅当 a 的最小多项式在 F 上可以分解成不 

同的一次因式的乘积. 

证设 m { t ) = (6 - A !) •••(< — A a )， 其中\互不相同，由定理6.8， 

V =㊉ f =1 Ker(o ■ — Ajid^) = 

于是 a 可对角化.反之，若 a 可对角化，则 K = ® f =1 氏，因为 a | 私的最小多项式为 
t -\ i , 由推论 6.9, 得 m a (0 = (t — M )" •(亡 一 \) • □ 

6.3 Jordan 标准形 

一 般地，线性变换的特征多项式不一定能在给定数域上分解为线性因子的乘 
积，或者特征子空间的维数可能小于相应特征值的重数，所以线性变换不一定能对 
角化.因此我们考虑比特征向 M 更一般的根向 M ， 证明只要特征多项式能分解为线 
性因子乘积（这在复数域上总是成立的)，则存在由根向量组成的基，使线性变换的 
矩阵具有某种意义下最简单的形式—— Jordan 标准形 • 

6.3.1 根子空间分解 

设 V 是数域厂上向董空间， CT 是 V 上一个线性变换. 

定义 6.10 设 A 是线性变换 a 的一个特征值，若有非负整数 m ， 使得 （a - 
Xidy^v = 0,则称 i ; 为 a 的一个对应特征值 A 的根向董.使上式成立的 m 的最小 
值称为根向量^的高度，记为 htv = m . 

例 6.15 考虑无穷可微函数空间上的微分变换.对应 A 的特征向量是和 

成比例的函数. 根向埴 是形如 f ( t ) e M 的函数，其中/⑷是多项式.此根向量的高 
度为 deg /+ l . 特别，多项式函数是对应0的根向量. 

显然，特征向量是高度为1的根向 M . 若 u 是高度为 m (m > 1) 的根向量，则 
向董 e = (ex _ Aid v ) m -^ 是特征向因此 A 是 a 的特 征值. 

对应 T 特征值 A 的所有根向董构成 K 的一个子空间，称为根子空间，记为 
V x { ct ), 或简记为 VV 显然 ， Kx 2五 A •若 r € K a ， 且 htr = m > 0,则 （a - \ idy)v Ji 
髙度为 m - 1 的根向埴 i 即根子空间 K 是 a - Aid v 的不变子空间，因而 K 是 a 的 
不变子空间. 
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显然，对应 T 特征值 A 的所有高度不超过 m 的根向量全体组成的集合就是 
Ker ( a - Aid v ) m . 因此根子空间 K 是下列子空间升链的并 

Ker (<7 — Aidv ) Q Ker(cr — Aidv ) 2 C •. • C Ker(cr — Xidy ) 171 C • • • 

当 dimV 有限时，必存在 m ， 使得 14 = Ker(cr - Aid v ) m . 因此可取的一个基，使 
得 ( a ^ Xid )\ Vx 的矩阵是对角元为0的上三角阵，因而 a | VA 的矩阵是对角元为 A 的 
上三角阵.因此有以下结论： 

1° ^| v A 的特征多项式为 （t — A 产， 其中 A : = dim ^ A . 

2° 若 € F , A : 一 A ， 则 a - kid v 限制在上非奇异. 

命 S 6.13 根子空间的维数等于对应特征值的代数重数. 

证取 h 的一个基 （ ei ，…，^)，并将其扩充为 V 的基 （ Q ，…，^)，则 

(B D \ 

la] = A= {o c)' 

其中万是 a | VA 的矩阵.因此 det (仏- >1) = ( 纟- A ) Met ( tA ^- C ). 我们要证， A 不是 
det{tl n -s - C) 的根.令 [/ = 〈 e a+1 ， • • ., e n >. 矩阵 C 确定一个线性变换 (r 1： U^U 9 
即 q 关于基 ( e , +1 ,. .., e n ) 的矩阵为 C . 假设存在 veU , 使得 cr . iv ) = Av , 且 V # 0, 
则 ct(v) = Av -h u , 其中 w € K 入. f 1 是 （a - Aidv)v = u € V \, 从而 v € Ka ， 矛盾.因此 
A 不是 C 的特征值.所以 A 是 a 的 s 重特征值. 口 

命题 6.14 对应不同特征值的根子空间的和是直和. 

证对特征值个数 s 归纳 .s = 1时，显然.设 s 〉1，假设 s - 1时命题成立. 
考虑^的 S 个不同特征值 Ai ，…， 的情形.如果 

V 】+ • • • + % = 0， (6.24) 

其中 Vi eVi := V\ iy i = 1， • •. ， s ， 设 m = htv «, 用 （a - A a idv) m 作用上式得 

(a - X s id v ) m vi + • • • + (<t - A s idv ) m t ^一 1 = 0. 

由归纳假设，得 （a - Xsidv^Vi = 0, i = 1，…，卜1•因为 (a - A s id v ) m 限制在 
K ，…，上非奇异，因此 W =…= v a _i = 0,将其代入 (6.24) 式得 v 3 = 0. 因此 
EUi K 是直和.由归纳法，命题得证. □ 

综合以上两命题即得下面的根子空间分解定理. 

定理 6.9 若 a 的特征多项式可分解为一次因式的 乘积： 

ch a (0 = ( t ~ A 1 ) ni ...(^- A J ) n - J 

则 V 可分解为 a 的根子空间的直和 ：V = R ㊉ … © %，且 a | Vi 的特征多项式为 

(t - Ai) n S i = 5. 




• 220 . 


第 6 窣线性变换 


6.3.2 幂零变换的循环分解 

定义 6.11 设 t 是数域 F 上 n 维向暈空间 F 的一个线性变换.如果存在正整 
数 r ， 使 f = 0,即对任意 x € V , T r ( x ) = 0,则称 t 是一个幂零变换.使= 0的 
最小正整数 r 称为 r 的高度，记为 ht ⑷. 

设 t 是数域 Fin 维向量空间 V 的一个幂零变换.易知0是幂零变换 r 的 
特征值，任意向量 xeF 是对应特征值0的根向量. x 作为 t 的根向量的高度也称 
为 x 关于 t 的高度 . t 的高度为 r ， 即 f = 0,且存在 x € 使 r ^ ix ) # 0. 换句 
话说，任意向 M 的高度不超过 r , 且存在高度为 r 的根向讀.类似地,对数域 F 上 n 
阶方阵浼如果存在正整数 r , 使= 0,则称4为幂零矩阵. 

例 6.16 F [ t ] n 上微分变换是幂零变换，高度为 n . 

引理 6.5 设 htx = r , 则 x , t ( x ), …， t 7 ■- 1 ( a :) 线性无关. 

证若有线性关系 a 0 :r + a x r ( x ) + • • • + ar .^^ x ) = 0,且叫是第一个非零 
系数•用 T r ~ k ~ 1 作用得 afcT r -1 ( x ) = 0,于是 T r _1 ( x ) = 0,与条件 htx = r 矛盾.因 
此所有叫等于 0. 证毕. 口 

设 htx = r ， 则由 x 生成的 r 循环子空间为记为 C ( x ). 
显然， r 循环子空间是 t 子空间， r | c ( x ) 是高度为 r 的幂零变换，它关于基0 = 

r - 1 ^)) 的矩阵为 

/0 \ 

1 0 

^(® i r ) ~ • • • • • 

• • ! 

V 1 0/ 

基/3称为循环基，矩阵 J (0, r ) 称为 r 阶幂零 Jordan 块. 

定理 6.10 设 t 是数域 F 上 n 维向 M 空间 F 的一个幂零变换.则 V 可分解 
为 t 循环子空间的直和，直和项个数为 t 的零度，即 dimKerr . 

证对 dimV 归纳 . dimV = 1时，显然.设定理对 n _ 1维空间成立，考虑 
dimV = n 的情形.设 C / g V 是一个包含 ImT 的 n -1 维子空间.则 r ( U ) C Imr C U , 
即[/是 t 不变的，且幂零，由归纳假设,可设 

U = tA © • • •㊉ t / s ， 

其中 K 都是 T 循环子空间. MvGV \ U , 则有 t ( V ) € Imr g [/，可设 

r(v) = ui + • • • + %， Ui e Ui, 1 ^ z < s. (6.25) 


进一步，可设 （6.25) 式中每个仏，要么为0,要么有 u : 多 r { Ui ). 事实上,若有％ € R ， 
使叫 = r ( vi ) e r ( J 7 i ), 则将 v 替换为 v — tu 即可. 
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如果所有叫为零，即 r(t;) = 0, 此时 K = span(i;) ㊉ CA ㊉…㊉ ％是 t 循环子 
空间的直和. 

如果 t(v) / 0, 显然 ht(r(v)) = max{ht(ui) : 1 ^ z ^ 不失一般性，设 
ht(r(i;)) = ht(iti) = r, 则 ht(v) = r + 1. 往证 

V = C(v) ㊉ f/ 2 ㊉…㊉ t/ a . (6.26) 

事实上，因为 txi 赛 t(Ui) } 所以 dimC/i = ht(ui) = r, 于是 



又 ui , t { ui ),--, r r ~ l { ui ) 线性无关，得 fci = 0, 1 < i < r ， 于是 (6.26) 式成立，因此 
(6.27) 式成立.由数学归纳法，存在性得证. 

设 K = Re * •• ㊉ K ， 是 r 的一个循环分解，显然 


Kerr = Ker ( r | v ,) ㊉ • •. © Ker ( r | v .)- 

因为对每个 i ， 有 dimKer(T|v;) = 1 ， 所以 dimKerr = s . 定理 证毕. 口 

6.3.3 Jordan 标准分解 

回到一般情形的讨论，设 a 是数域 F 上向量空间 V 上的一个线性变换.设 A 
& CJ 的一个特证值，则 T =( a - Mdv )\ v x { a ) 是幂零变换， T 的一个循环子空间 f / 也 
是^子空间，关于 C 7 的一个 T 循环基的矩阵形如 



我们称它为数域 F 上的一个主对角元为 A 的 r 阶 Jordan 块,记为 J ( A , r ). 
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定义 6.12 数域 F 上若干个 Jordan 块构成的准对角矩阵称为 F 上的一个 
Jordan 形矩阵. 

对角矩阵可看作由一阶 Jordan 块构成的 Jordan 形矩阵.结合根子空间分解和 
幂零变换的循环分解定理，我们得到下列结果. 

定理 6.11 设 tr 是数域 F 上的 n 维向 M 空间 V 的线性变换.如果 a 的特征 
多项式在中能分解为一次因式的乘积，则存在 F 的一个基，使得 a 在此基下 
的矩阵为 Jordan 形矩阵. 

用矩阵的语言叙述如下. 

定理 6.12 设4是数域 F 上的 n 阶方阵.如果4的特征多项式在中能 
分解为一次因式的乘积，则 4 相似于一个 Jordan 形矩阵. 

根据代数基本定理，复数域上每个次数大于零的多项式都可以分解成一次因式 
的乘积，因此复数域上有限维线性空间的每一个线性变换都有 Jordan 标准形，从而 
每一个复方阵都有 Jordan 标 准形. 

例 6.17 求下列复矩阵的 Jordan 标 准形： 



解计算得4的特征多项式为 /( t ) = det(tl — 4) == (t - 3 )(t + I ) 2 ,特征值为 
=3 ^ A 2 = - l . 于是有根子空间分解： C 3 = K ㊉ K 2 ，且 dimVi = 1， dimV 2 = 2. 
由此知％= 玢 •但 V 2 . 

由 M - XiI)X = 0 求出玢的一个基 ： Cl = (2, 1， 2) t . 

由（火 - 入 2 /) 尤 = 0 求出五 2 的一 个基： 《= (2，-1，-2) t . 因为 diuLE ； 2 = 1, 所以 
V 2 的循环分解只有一个直和项. 

由 （力 - A 2 /) 2 X =0求出的一 个基： 

= (1,-2,0) t , 6 2 = (3,0,-4) t . 

在 V2 的基中取一个向 M C 2, 使得 C 3 — (A - A 2/) c 2 € E2 - 令 C 2 = 易知 C 3 = 
( A - X 2 I ) c 2 = -a € E 2 . 此时有 K 2 = ( c 2 , c 3 ). 令 C = ( Cl ， C 2 ， C 3 )， 得到矩阵 4 的 
Jordan 标准形为 


I 3 0 

C~ l AC= 0 -1 


0 \ 21-2 
0 1 ，其中 C = I 1 -2 1 


6.3 Jordan 标准形 
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例 6.18 求下列复矩阵的 Jordan 标准形： 

f 3 0 8 \ 

A = 3-1 6 • 

2 0 -5 y 

解计算得 A 的特征多项式 /( x )= det(tl 一 4) = 以+ 1)3,特征值为 A x = -1. 
于是有根子空间分解： C 3 = 验算知， 

( A - X l I )^ O y ( A - A !/) 2 =0. 

解方程组 M - A !7 )X = 0, 求出氏的一个基： 

6! = (0，1，0) T ， 6 2 = (-2,0，1)下. 

由此知 Vi 的循环分解有两个直和项.在私之外取一个向最使得 

(^4 一 Ai/)ci G E\. 

于是令 Q = (1，0,0) T , 验算得 c 2 = ( A - X^d = (4,3, -2)丁 = 36! — 26 2 € 私•在五 i 
中找一个向最 C 3 与 c 2 —起构成 El 的一个基.令 C 3 = 即可. 令 C = ( ci , C 2, c 3 ), 
则得到矩阵 >1 的 Jordan 标准形为 



例 6.19 求下列复矩阵的 Jordan 标 准形： 

f 4 5 -2 \ 

A = 一 2 -2 1 

V - 1 1 / 

解计算得 A 的特征多项式 /(㈤ = det ( t / 一 4) = ( t - 1)3, 特征值为 A : = 1. 
T 是有根子空间分解： C 3 = 计算知 （A - X x I ) 2 ^ 0. 因此存在向量 Cl , 使得 
( A - Ai/) 2 d / 0•令 Cl 二（1，0,0)丁，经验算，04 - A!/) 2 ci _ 0•令 c 2 = (>1 - X^d = 
(3, 一2, 一 1)丁，于是 c 3 = (A - Ai/) 2 ci = (1，一1，一1) 丁. 令 C = ( d , C2 , C 3 )， 则得到义 
的 Jordan 标准形为 
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6.4 多项式矩阵方法 


本节用多项式矩阵方法讨论矩阵的 Jordan 标准形理论.证明，可以对矩阵 4 
的特征矩阵 tl - A 作初等变换来确定 4 的各 Jordan 块.因为 4 的元素是 t 
的多项式,所以要先介绍多项式矩阵的一些知识. 

6.4.1 多项式矩阵 

设 F 是数域，是 F 上一元多项式环.以 F 上多项式作为元素的矩阵称为 
F[t] 上矩阵,简称多项式矩阵.所有 m x n 多项式矩阵构成的集合，记为 F [ tr xn 或 
M m , n ( FW ), 当 m = n 时，简记为 M n ( F [ t }). 为了区别，有时将 F 上矩阵称为数字 
矩阵.显然， P 上矩阵可看作特殊的多项式矩阵. 

我们知道，多项式可以作加法和乘法运算，且与数的运算有类似的运算性质.仿 
照 F 上矩阵的运算，可以定义 F ⑷上矩阵的加法、纯量乘法及乘法运算，它们与数 
字矩阵的运算有类似的运算性质. 

数域 F 上方阵的行列式概念实际上只用到 F 中元素的加法与乘法.因此，对 
于方阵 A € M n {F[t}), 也可以定义 A 的行列式的概念，它与数字矩阵的行列式有类 
似的性质.例如 ，若 A，Be M n (F[t)), 则有 


det(i4J5) = deti4detB e F [ t ]. (6.28) 

有了行列式的概念,就有子式的概念.我们用它来定义多项式矩阵的秩. 

定义 6.13 设 4 如果 4 有一个 r 阶子式不为零，而所有 r + 1 阶 

子式（如果有 r + 1 阶子式的话）全为零，则称 A 的秩为 r. 零矩阵 0 的秩为 0, Z 的 
秩记为 rankA 

设 A € M n ( F [ t ]), 可定义 A 的余子式、代数余子式及伴随矩阵.易知， 

Aadj(i4) = adj(i4)i4 = (detA)I n . (6.29) 

定义 6.14 设 A e M n (F[t\). 若有 Be M n ( F [ t ]), 使得 AB = BA = /, 则称/ 
可逆， 万为 4 的逆矩阵. 

由定义易知，若多项式矩阵4可逆，则4有唯一的逆距阵，记为 A ' 1 . 

定理 6.13 力 E M n (F\t)) 可逆，当且仅当 dotA 为非苓常数.此时 

A~ x = (detv4) -1 adj(i4). 

证若 4 可逆，则有 B € M n (F[t]), 使得于是，由 (6.28) 式得 

det(AB) — det^detB = det/ = 1. 


6.4 多项式矩阵方法 
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故 detA e F \ 反之，由 （6.29) 得 [( deU )-^]^)]^ = J .因此 >1 可逆， □ 

例如，设4 = ( 1 :亡 J ，则 detA = 1.因此4是 M 2 ( F [^]) 中的可逆矩阵， 

且 



注意，环中的非零元不一定可逆，因此行列式不等于零的多项式矩阵不一 
定可逆.这和 F 上矩阵的情形有所不同.由定理 6.13 知，如果矩阵>1 € 可 

逆，则 detA 非零，因此 ranlo 4 == n . 反之，若 ranM = n , 则 det > l 非零，但不一定是 

非零常数.此时4不一定可逆. 

定义 6.15 对上矩阵的行（列）施行的下列三类变换称为初等行（列）变 
换，初等行、列变换都称为初等变换： 

1°某一行（列）乘一个多项式/⑷€厂[幻加到另一行（列 )； 

2°某两行（列） 互换； 

3°某行（列）乘以非零常数 c € F ' 

定义 6.16 对单位矩阵施行一次初等变换所得矩阵称为初等矩阵. 

根据定义 6.16, 有三种类型的初等矩阵： 

( 1 ) PijUm ( 2 ) Pij, ^Pdk^keF^ . 

设>1 e 容易证明，用一个 m 阶初等距阵左乘态就是将4进行相应 

的初等行 变换; 用一个 n 阶初等矩阵右乘 A 就是将4进行相应的初等列变换.由 
此可知，初等矩阵是可逆的，其逆是同类的初等矩阵： 

PMt))~ l = Pii (-/ W ), P ^ = Pio , Pi ( k)~ l = Pi ( k - 1 ). 

也可由初等矩阵的行列式为非零常数的事实得知初等矩阵的可逆性.进一步，初等 
矩阵的乘积是可 逆的. 后面将证明，反之也成立. 

下面我们要证明：任意多项式矩阵可经初等变换化为某种对 角形; 可逆矩阵是 
初等矩阵的乘积.为此,先给出行列式因子的概念. 

定义 6.17 设 i4 e F [ t ] mxn , rank^l = r, 1 ^ s ^ r. A 的所有 s 阶子式的首一 

最大公因式称为乂的 s 阶行列式因子，记为△，(>!). 

引理 6.6 初等变换不改变多项式矩阵的行列式因子，因而也不改变秩. 

证只要证多项式矩阵4经过一次初等变换，行列式因子不变即可. 

(1) 如果 B = ☆(/ ⑷ M ， 此时 B 的 s 阶子式或为4的 s 阶子式（当此子式不 
含第 i 行）或为 A 的一个 S 阶子式加上另一 s 阶子式的土/⑷倍（当此子式含第< 
行).总之，忍的 s 阶子式是力的 s 阶子式的厂 ㈨ 线性 组合. 因此 △ s ( A)l •由 
于 A = Pij (- f ( t )) B , 因此 A S ( B ) I △•⑷•故 A S ( A ) = A S ( B ). 

(2) 如果 B 则 A = P i ： i B . 此时 B 的任一 s 阶子式为 >1 的一个 . s 阶子 
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式的士 1倍,反之亦然.故 A 9 ( A ) = A S ( B ). 

(3) 如果 B =尺 ㈨ 浲则4 = Pi ( k ~ l ) B . 此时 B 的 s 阶子式为>1的 s 阶子式 
的非零常数倍，反之亦然，故△ 〆 /) = A 3 ( B ). 

初等列变换的情形类似可证. 

例 6.20 求下列矩阵的行列式因子： 

/ t - 1 一 1 

>1 = J 0 < + 3 

\ 0 0 

解矩阵>1有一个一阶子式一〗，因而 ^ l { A ) = 1. A 有二阶子式 

-1 0 

=1， 

t + 3 -1 

所以△ 〆 >!) = 1. A 3 { A ) = detA = (t + 3 ) 2 (t - 1). 

按定义计算一个多项式矩阵的行列式因子一般很麻烦.下面我们证明，每个矩 
阵都可经初等变换化为某种标准形式的矩阵，而这种形式的矩阵的行列式因子可根 
据定义直接得出.由于初等变换不改变矩阵的行列式因子，因此，初等变换提供了 
一个求矩阵的行列式因子的方法.为此，先证一个引理. 

引理 6.7 设4 == ( aij ( t )) € F [ t ] mxn , 则可以对力施行一系列初等变换，得到 
矩阵 B = ( b ^ t )) e F [ tr ^ n , 使得 b n ( t ) 整除每个 bijit ). 

证只需考虑4 一 0情形，可以对4作初等变换将其非零元移到 （1,1) 位置. 
因此可设 anW 7^0. 若有 ( t ) 不能被 a n { t ) 整除，我们分三种情形来证明，可以 
对欠作初等变换得到矩阵 B =(心⑴),使得 deg 6 u < dega n . 

(1) 某个不能被 a n ( t ) 整除.应用带余除法.设 

« i >(0 = dn { t ) gi ( t ) -hri ( t) y degn < deg an . 

将义的第 1 列的 -叭⑷ 倍加到第 j 列; 再将第:/列与第1列互换，得到 B = (6^(0), 
且 ^ n ( t ) = ri ( t ). 

(2) 某个不能被 a n ( t ) 整除.类似情形 （1). 

(3) an 整除所有 ai s ， a 〖 i ， 但不整除某个•设 aii (^) = an(t)q(t). 先将 i 4 
的第1行的 _q(t) 倍加到第 i 行，再将所得矩阵的第 i 行加到第1行，得到矩阵 
b = ( M 0)， 其中 

bn ( t ) = aii ( t ), bij ( t ) = aij ( t)(l - q ( t )) + a < j ( t ). 

于是 til ft !,. 化为情形 （1). 

总之，可以对火作初等变换得到 B = (6 o (0), 使得 deg an > deg 6 n . 如果 B 满 
足定理中条件，则证毕.若不然,重复上述过程，经有限步后可得满足条件的 口 




6.4 多项式矩阵方法 


定理 6.14 设4 则/经初等变换可化为如下形式的矩阵: 



(6.30) 


其中 r = rank A , di(t) 都是首一的， di | di+i, i = 1〆 • • ，r 一 1， 且 D 唯一. 

证根据引理6.7, 4经初等变换可化为矩阵 B = ( bijit )), 其中 6 n 整除所有 
心，设= b n (t) qj (t), bn(t) = b n (t)Pi(t). 将 B 的第 i 行加上第 1 行的一朽⑷ 

倍，第 j 列加上第1列的-内⑷倍，得矩阵 

# 



而且，因为 G 中 所有元 素都是 B 中元素的线性组合，因而都能被 b n ( t ) 整除. 
若 Q 一 0,则可对 G 施行初等变换，即 C 的第2行至第 m 行，第2列至第 n 列的 
初等变换，得矩阵 



这里 C 2 中所有元素都能被 c 22 整除，且整除 c 22 . 经有限步后可得 



其中认= diag ^( t )， …， d r ( t ))， 丘 di | cf i + i , i = l,***,r - 1. 往证唯一性.如果 A 
还可经初等变换化为 



其中 £) 2 = diag ( ei ( t )， …， e «( t ))， 且 ei 1 i = 1，…， 5- 1，那么 Z ) 经初等变 
换可化为 / T . 由引理6.6, D H V 的各阶行列式因子相等.根据行列式因子的 
定义，乃的行列式因子为 MD ) = 山⑷…么 ⑷， i = 1，…， r •而的行列式因 
子为 Aj ( D r ) = j = 1 ，…，于是 r - s , 且 X 十于 j = l ，-.、 r ， 有 

di ( t ) - - - dj ( t ) = e \( t ) - • - ej ( t ). 由此得 dj ( t ) = ej ( t ) 对于 j = 1 ，…， r 都成立，即 
D = D，. □ 

定义 6.18 采用定理 6.14 中 记号. 称 D 为 A 的 Smith 标准形，称山⑴，…， d r { t ) 
为 A 的不变 因子. 
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引理 6.6 表明，矩阵 A 的行列式因子等于其 Smith 标准形£>的行列式因子.因 
it A 的行列式因子由它的不变因子所决定： 

△ i ( A ) = di ⑴…汰 ⑴， i = l ，."， r . (6.31) 

反之，由上式得 

山(0 =仏04)，办= ，…， dr ( t ) - (6.32) 

因此4的不变因子由它的行列式因子所决定. 

推论 6.13 多项式矩阵4的行列式因子和它的不变因子相互确定；且 A 的行 

列式因子满足： MA ) \ Ai ^( A ), i = l，*"，r — l . 

定理 6.15 F ⑷上方阵4可逆，当且仅当4可表成初等矩阵的乘积. 

证设 A 是初等矩阵的乘积.由于初等矩阵是可逆矩阵，因此 A 可逆.反之, 

若 A 可逆，则由定理 6.13 知 det > l 为非零常数，故 A n ( A ) = 1. 于是，由推论 6 . I 3 知 

A k ( A ) = 1，1彡 fc $ n ， 么⑷=1，因而力可经有限次初等变换化为单位 

矩阵 / n ， 即存在初等矩阵 … ，巧， Qir -, Qt J m 9 A = P 1 - P 8 I n Qi--Qf □ 

定义 6.19 设 A , B € F [ t ] mxn . 如果存在 m 阶可逆方阵 P 及 n 阶可逆方阵 

Q ， 使得/? = PAQ , 那么称4与 B 在上相抵（或等价). 

显然，相抵是 F [ t }^ n 上一个等价关系. 

推论 6.14 设浼 B € F [ t ] mxn . 则 A 与 B 等价，当且仅当经过有限次初等变 
换可将 X 化为 

证由初等变换与初等矩阵的关系及定理 6.15 得证. 口 

定理 6.16 设 A，B € F [ t ] mxn , 则下面三个条件等价 

1) A 与 B 等价； 

2) A ^ B 有相同的行列式因子； 

3) A 与 B 有相同的不变因子. 

证 若乂与 B 等价，根据推论 6.14, A 可经初等变换化为圪又根据引理6.6, 
4与 B 有相同的行列式因子.因此，由 1) 可推出 2). 根据推论 6.13, 2 )与 3 )等价 • 
若乂与 B 有相同的不变因子，即有相同的 Smith 标准形，则4与 B 可经初等变换 
化为同一矩阵，因而，4可经初等变换化为 B ， 由推论 6.14, 4与 B 等价. 因此，由 
3) 可推出 1). 口 

例 6.21 用初等变换求矩阵4的 Smith 标准形，这里 

/ 1 2 t - 1 t \ 

A = t f 2 一 t I . 

、 1 + P t 2 -\-t -l - t 2 ) 


6.4 多项式矩阵方法 


解以4 B 表示将4经初等变换化为 B ， 并在—的上方与下方标明所用 
列 （ c ) 或行«变换.有时将两次（多次）初等变换并作一次.于是 



多项式矩阵也可看成是以矩阵为系数的多项式.加法、数乘、乘法运算按多项 
式的相应运算进行.因此，多项式矩阵也有类似于多项式的性质.但这里的系数为矩 
阵,应注意矩阵乘法不满足交换律.例如， 



/ t i\ /2 t\ __ n + 2 t + i\ 

\2t t) + \t iy V 3t t-hij 

;)+G ;). 

引理 6.8 设欠 e M n ( F ), U ( t ) e M n ( F [ t }). 则存在 C ， D e M n ( F ), 以及 
Q ( t ), R ( t ) e M n ( F [ t ]), 使得 

U(t) = (tl - A)Q(t) + C, U(t) = R(i)(tl - A) + D. 

证 设 U{t) = + ••• + + C/ 0 , 其中 R € M n ( F ). 若 m = 0, 

则 U(t)e M^F )， 取 Q(t) = 0, C = U(t) 即可 •若 m > 0, 设 

Q(t) = i^Qm-l -f t m - 2 Qm-2 + • • • + 亡 + Qo ， 

其中 Q t € M n ( F ) 是待定的方阵,于是 


(t J 一 A)Q(t) = t m Q m _i -H t rn ^ 1 (Q Tn ^2 ~ AQm~i) + •. • + t(Qo — AQi) — AQq. 
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因而只要取 

Qm — l = Um 、 

Qm—2 = -1 + AQm— 1 ， 


Qo = 「I + AQi, 

B = Uo AQq 

即可.类似地可求得丑⑷及 D . □ 

下面用 F [ t ] 上矩阵的初等变换来讨论 F 上矩阵的相似.设 A e M „( F ) •则 
tl - A ^ M n ( F [ t }). 我们称 V - A 为力的特征矩阵， tl ^ A 的不变因子，行列式因 
子也分别称为4的不变因子,行列式因子. 

定理 6.17 UA, Be M n (F). 则火和 B 相似当且仅当多项式矩阵火与 
tl-B 等价. 

证 若 A 与 B 相似,则有可逆矩阵 M n (F), 使得 P~ l AP = B. 于是 

由推论6.19, V — 火与 H B 等价. 

反之,如果</ - >1与 " - B 等价，根据推论6.19,存在可逆多项式矩阵 f / ⑷及 
V ( t ), 使得 tI-A = - B ) V ( t ). 根据引理6.8,存在多项式矩阵⑴及 F 上 

矩阵 A 使得刚= 一 4) + 于是 

U(t)~ l (tl-A) = (tl - B)(R(t){tI - A) + D). 

令 : T = [/⑷- 1 - (tJ 一 B)R{t). 上式即 

T{il ~ A ) = {tl - B)D. (6.33) 

比较系数得 T 7 e M n ( F ). 于是 U ( t)T = / - U ( t)(tl - B ) R ( t ). 根据引理 6.8, 存在多 
项式矩阵 Q ⑷及 F 上矩阵 C , 使得 [/⑷ = (fJ — A ) Q { t ) ^ C . 于是 

/== U(t)T 4 - U(t)(tl - D)R{t) 

= (( J 一 A)Q(t) -f C)T+(tI- A)V[ty l R{t) 

= CT+{tI- A)(Q(t)T^ V(t)- l R(t)), 

比较次数知 Q(t)T^-V(t)- l R(t) = 0, CT = I, T 是 T = C~ 1 e M n ( F ). 因此，由 
(6.33) 得 r = A 且 >1 = T- l BT, 即 A 与 B 相似. D 

推论 6.15 设洚 B G M n (F). 则 4 与 J 5 相似，当且仅当4与2?有相同的行 

列式因子，当且仅当 A 与 S 有相同的不变因子 • 
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推论 6.16 设 C，D € M n ( F ), 且 V - >1 = C ( tl - .则 C，D 可逆, 
且乃二口- 1 ，即 A 与 B 相似. 

设 F 是 F 上 n 维向量空间， a 为 K 的线性变换，（&，••• ，〜） 为 V 的一个基. 
基于以上定理及其推论，我们可以称 a 关于基 （ ei ，• .., e n ) 的矩阵的不变因子，行列 
式因子为线性变换 tr 的不变因子,行列式因子. 

6.4.2 Jordan 标准形的计算 

定义 6.20 设 di ( t ), …，丸⑷为 A e M n ( F ) 的不变因子，且 

di { t ) = Pi { t) kil -- Pr { t ) kir , i = l ，..-， n . 

这里坧彡0, Pl ⑷, • • 、 p s ( t ) 是 F 上不同的首一不可约多项式.则称 

{ Pj { t) kii : fcij > 1, i , j = (6.34) 

为 A 在 F 上的初等因子（相同者重复计入). 

设 （6.18) 是矩阵 A € M n ( F ) 的初等因子.根据定义,由于 di(t) | di +“ t )， 得 
k\j ( k 2 j ( … （knj, 由于 det ( t / -A) — d\ (<) - • ⑷，因此， 

J \ pj { t) kij = det(tl - A) y degpj ( t ) = n . 

m 9 # ♦ 

塞 ， J U 

例 6.22 设 >1 e R nxn , >1 在 R 上的不变因子是 

1， …， 1， (亡 一 I ) 2 ， （亡一 1) 2 (亡+ 1)，（亡一 l) 2 (t + l )( f 2 + I ) 2 ， 

则4在 R 上的初等因子为 （t 一 I ) 2 , (t - I ) 2 , (t - I ) 2 , t +1 ， t +1， （ t 2 + I ) 2 .矩阵 
火在 C 上的初等因子为 

(尤 - I ) 2 ， (t — I ) 2 , (t — I ) 2 , < + 1 ， f + 1， （< - V ^ T ) 2 ，{t -f v ^~ T ) 2 . 

定理 6.18 设>1， 5 e A / n ( F ). 则4与5有相同的不变因子当且仅当4与 S 
有相同的初等因子. 

证若 A 与 B 有相同的不变因子.由因式分解唯一性知它们有相同的初等因 
子.反之，若4与 B 有相同的初等因子.将它们按降幂次序排列如下： 

Pi { t ) kl \ pi ( t ) fc 21 ， •*•， Pi ( t ) kn \ 

Mt) kl \ P2(t 产 22 , …， P2{t) kn \ 


Pr{t) klr , Pr{t) k2r , •••, p r {t) k 
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这里 ^ o , 即上表中每行后面可能添加了非初等因子1.令 

d n — i + i { t ) = Hj = i PjW ^ » 1 ^ i ^ 7 i . 

于是 di 丨 d i + i , 1 < i < n — 1. 因而山，…， dn 为 A 与 J ? 的不变 因子. □ 

注上述定理表明，矩阵的初等因子和不变因子相互确定.因为多项式的因式 
分解与所考虑的数域有关，所以初等因子与数域有关.但是两个矩阵的初等因子是 
否相同却和数域无关. 

例 6.23 设4 € R nxn 的初等因子为 

(t — 1), (t — I ) 2 , (t - I ) 2 ， （ f 2 + 5)， （ t 2 + 5) 2 ， t 2 + t + 1. 

试求 n 及 4 的不变因子. 

解 n=l + 2 + 2 + 2 + 2 x 2 + 2= 13. A 的不变因子为 

d 13 ( t ) = ( t 2 + 1 + l )( t 2 + 5 ) 2 (t — l ) 2 , d l 2 { t ) = ( t - l ) 2 ( t 2 + 5), 

W = ^ — 1, 山 ⑷ =••• = dio(t) = 1. 

为了求矩阵的初等因子，将它的特征矩阵化为标准形时比较麻烦.下面定理表 
明，我们可以直接求初等因子，而不必先求不变因子. 

定理 6.19 设矩阵 >4 € M n ( F ) 的特征矩阵 V - 4在 F ⑷上等价于对角矩阵 
D = diag (/ n (0,---, ^( 1 )), 其中 hi ( t ) 是首一多项式，且 

ftsW = PiW mil ••• PrW m<r , rruj > 0 t 

其中 Pu."，Pr 为 F 上互不相同的首一不可约多项式，则 A 的初等因子为 

{ V 3 : rriij ^ 1 }. 

证按定义， D 的 A : 阶行列式因子是下列多项式的最大公因式： 

(0^ t 2 ( t ) … hi k ( t )， 1 < ii < • • • < ifc ^ n . 

将 m li? • • ，， m nj 按照递增顺序排列为 m[ p …， 则 

r 

j=i 

故 D 的不变因子为 

r 

dk ( t ) = Pj { t ) m，ki , 1 < A ; ^ n , 

j=i 

因此， 4 的初等因子为 { Pj ( t) m， *i : m-j ^ 1} = : rriij ^ l }. □ 
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弓 I 理 6 .9 设 J 为 Jordan 形矩阵 daigM ，… 乂)， 其中；是特征 值为; ^的叫 
阶 Jordan 块，则 J 的初等因子为 (t - Ai) n S i = 1 ， … ， s. 

证 \ tl ni - J ( Ai , ni )| = (t -〜)' 而仏‘- 取 ni ) 有 (ni - 1) 阶子式 

—1 t — Xi 

• 鲁 

•• •• =( 一 1 严-1， 

一 1 t-Xi 


故 J ( Xuni ) 的不变因子为1，…，1， ( t - A <)' 初等因子为(卜 A <)' 根据定理 
6.19, J 的初等因子为 i = □ 

定理 6.20 C 上两个 Jordan 形矩阵 Ji = diag ( J ( Ai , A ： i ) ? • • • , J ( A S , k 9 )) 和 = 
diagO / On ， “)，…， H )) 相似的充分必要条件是 s = r ， 且经适当排列后入= 

/x“ k{ = liy i = 1, • • •, 5. 

证由引理 6.9, 七， J 2 的初等因子分别为 { (f — 入々 ：1 < <彡 s }, 和 
{ ( t - : 1 < i < r }. 于是，由定理6.18,定理得证. 口 

定理 6.21 C 上每个方阵>1相似于一个 Jordan 形矩阵，这个 Jordan 形矩阵 
除 Jordan 块的次序外是唯一的，它称为4的 Jordan 标准形. 

证设>1的初等因子为0-\产，…，产，于是>1相似于 Jordan 形矩 
阵 J = diag ( J ( Ai ， fci )，•••， J ( X a ) k 3 )). 由定理 6.20 知，除 Jordan 块的次序夕卜 ， Jordan 
形矩阵 J 是唯一的. 口 

用线性变换的观点，上述定理可叙述为 

定理 6.22 设 K 是 n 维复空间 ， a € EndV. 则 a 在 F 的某个基下的矩阵为 
Jordan 形矩阵 J ， 且除 Jordan 块的次序外, J 是唯一的. 口 

例 6.24 设4 e C 12x12 . ^的不变因子是 

1，…1 ， (t — I ) 2 , (t 一 l) 2 (t - f -1), (t — l) 2 {t + l )( t 2 + l ) 2 


试求 i 4 的 Jordan 标准形. 

解由4的不变因子求出 A 的初等因子： 

(亡一 I ) 2 ，（亡一 I ) 2 ，（亡一 I) 2 ，f + l，f + 1 ， (t — I ) 2 ? {t •+■ V ^- T ) 2 , 


于是 4 的 Jordan 标准形为 diag ( Ai , i 4 i , i 4 x , -1, -1, A 2 , A 3 ) y 其中 


火 l 


0 


乂 2 


0 


(y/^l 

V 1 


yf^ 

1 


0 

v^T 


例 6.25 求力 = 


一 1 一 2 6 

一 1 0 3 


的 Jordan 标准形. 
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解 A 的特征矩阵 U-A 经初等变换化为对角形 


t + 


1 t 


-i - t+i 
f+l — - f * 3 t 一 2 


一亡 + 1 
一亡 2 + 2 艺一 1 


(卜 1) 


因此，乂的初等因子为 （《 - 1), (〗- I) 2 ，于是 4 的 Jordan 标准形为 


1 0 0 


0 • 


习 r _ 

若非特别说明，下面总设 V 是数域 F 上 n 维向量 空间. 

6.1 节习题 

1. 求下列 线性映射关于标准基的矩阵 • 

1) £7 ： R 3 R 5 , <j(X\ y X2,X3) = (xiyX\ — X3,X2 + X3,X3,Xl + X 2 )； 

2) (7 ： R 4 —► R 4 , CT(Xi ， 2 ： 2 ， X3 ， X4) = (a ： l,Xl + ^ 2 , Xl + X 2 + X 3 , Xl + X 2 + X 3 + X 4 ) 

3) a : R 3 —► R 1 , a(xi, X 2 , 工 3) = xi + X2 + a ： 3. 

2. 设线性映射 (7, r : F 3 ^ F 2 关于标准基的矩阵分别为 


求线性映射 p ^^ o - lr 关于标准基的的矩阵，并求 p 在（1，2, 3) 的值. 

3. 设 <7 € EndK . 巳知 ei = (-1,0,2), ca = (0,1,1), C3 = (3,-1,0), 

^(ei) = (—1,0,2), cr(e2) = (0,—1,6 )， cr(e3) = (— 1 ， 一 1 ， 9). 

求 a 关于基 （ d , e 2 , e 3 ) 的矩阵. 

4 . 设 a e EndV . a 关于基 （ et ， c 2 , e 3 ) 的矩阵为 A , 求 a 关于标准基的矩阵，其中 


( 一 1 ， 1 ， 1 )， e 2 = (l,0,-l), e 3 = (0,0 ， l ), 且 >4 


5.设 A € M 2 ( F ). 定义 M 2 ( F ) 的线性变换如下：对任意 A ： € M 2 ( F ), 


L a (X) = AX; Ra(X) = XA. 
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分别求 Im , 凡 4 , LaRa , ad /4 := La - Ra 关于基 ( E u ， E 12i E 2U E22 ) 的矩阵 • 

6 . 设 a € EndV . 证明 • a 是数量变换，当且仅当 a 关于 V 的任意基的矩阵都相等. 

7. 设 （ Cl ，…，〜）是 V 的一个基，（八，…， / n ) 是它的对偶基 ， a e EndV . 

1) 证明：如果/ € V ,那么 /a € V ; 

2) 定义映射 cr *: V * f ^ fa . 证明 * 〆 € End ( V *); • 

3) 设 a 关于基 （ Cl ，…， e n ) 的矩阵为 A , 试求 〆 关于基 ( f u …， f n ) 的矩阵. 

6.2 节习题 


8.求 C 上下列矩阵的特征值和特征向量: 




/ 

8 ) 

V 


-3 0 
0 2 
4 0 
一 4 0 




5 
一 4 



9) 


/I 0 0 0 1\ 

0 10 10 
0 0 10 0 
0 10 10 
\1 0 0 0 1 / 


9.设 A 是数域 F 上一个 n 阶矩阵， A 是>1的一个特征值.证明： 

1) 对任意数 A: € F，A;A 是 M 的一个特 征值； 

2 ) 对任意正整数 m ， A m 是矩阵的一个特 征值； 

3) 对于 F 上的一元多项式/(0, /(A ) 是矩阵 /( A) 的-个特 征值； 

4) ^ 奇昇，当且仅当0是力的一个特 征值； 

5) 若>1幕挲，则 A 的特征多项式为从而4 = 0,或>1不可对 角化; 

6) 若力可逆，则V 1 是 yr 1 的一个特 征值； 

7) 若 ^4可逆，且 ch^(t) = + a n — it n 1 + . •. + ad + oq ， 则 

ch A ^i(t) = t n + ^-r - 1 + … + + 丄 . 

do oo ao 


10 . 设為 B 是 n 阶矩阵， 4 可逆 • 证明 ： 与有相同的特征多项式. 

11. 证明：方阵4和有相同的特征多项式. 

12. 如果可能，将下列复矩阵对角化《 



I cos0 — sin 6 
\ sinO cos 6 
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13•设>1 € M 2 ( F ), 力 2 + 34 + 2 J = 0. 证明： 一1 或 一 2是力的特征值. 

14. 设>1 e M 3 ( C ), >1与-乂相似， A 的特征值不全为 0. 证明： 4可对角化. 

15. 设 A € M 4 ( F ), A 有特征值土 1, trA = 3, detA = 0. 证明， A 可对角化. 

16. 设 A 是 F 上对角元互不相同的上三角矩阵.证明： A 可对角化. 

17. 设 n x n 矩阵 A 的特征多项式在 F 上可分解为一次因式的乘积，证明：存在矩阵 
CG GLn ( F ), 使得 C ~ l AC 是上三 角的. 

6.3 节习题 

18. 设 dimK = n , <7 G EndV . 证明： 

1) 如果/ 0, a n = 0,那么 V 只有 （n + 1) 个 cr 子 空间； 

2) 如果 a 有 n 个不同的特征值，那么 V 只有 2 n 个 a 子空间 • 

19. 设 F = C , a e EndV . 证明， a 可对角化的充要条件是对任意 a 子空间 t /， 都有 a 子 
空间 I /'，使得 V = 17 0(7'. 

20. 设冷= ( ei , e2 , e 3 , e 4 ) J 6 V 的一个基 ， tr € EndK ， 且 cr 关于基冷的矩阵为 



1 ) 令 bi = ei — 2e2 + 4 e 4 ，h = 3 e 2 — e 3 — e 4 , 63 = 63 + e 4 , 64 = 2 e 4 . 证明 * 向量组 

是 V 的一个基，并求 a 关于此基的矩阵以及 a 的像 与核； 

2) 取 Keva 的一个基，扩充为V的基，求 a 在此基下的 矩阵； 

3) 取 Inur 的一个基，扩充为 V 的基，求 a 在此基下的矩阵. 


21. 求下列复矩阵的最小多项式: 



22•设 A € M 3 ( F ), A 的特征值为0, 0, 1. 证明 * 炉= A 2 . 

"0 0、 

23•设力=1 0 1 • 证明：当 n 彡3时，乂 n = A n ~ 2 A 2 - I ,并求 >1 100 . 

\0 1 0/ 

24. 证明 ： a € GL ( V )， 当且仅当存在 /⑴ e F [ t ], 使得/(0) 卢 0，且 J ( a ) = 0. 

25. 设 f { t) y g ( t ) 分别为食矩阵4的特征多项式和最小多项式.证明下面条件等价： 

1) A 相似于对角 矩阵； 

2 ) (g, g') = 1 ； 

3) p = //(/, /，)• 

26. 设 V 是 n 维复空间， a ，t € EndV , gt — to. 证明： a ， r 必有公共特征向 fi . 

27 . 设 V 是 n 维复空间， tr , r € EndV . 若存在 V 的基，使得 a t 的矩阵同为对角阵，则 
称 a ， t 可同时对角化 • 等价地,对于 A , Be M n ( C ), 如果存在 C € GL ( n ， C )， 使得 C ^ 1 AC 
和 CT l BC 同为对角阵，那么就称矩阵 A ， B 可同时对角化.证明： 
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1) 如果 A 只可同时对角化，则力， B 可换； 

2) 如果冷 B 可换，且 B 都可对角化，则汔 S 可同时对角化. 

28. 设 /，分 € F[t] y d— {f,g), rn = [/, p], a € EndV . 证明 * 

1) 若 fH /， 则 Kerp(a) C Ker/(a); 

2) Ker/(a) H Kerg(a) = Kerd(tr); 

3) Ker/(a) 4 - Kerg((T) = Kerm(a); 

4) 若 d(t) = 1 ， 则 Kerfg(a) = Ker/(<7) ㊉ Kerp(cr). 

6.4 节习题 

29. 证明： n 阶复矩阵 4 幂岑当且仅当 A 的所有特征值为 0. 

30 . 设 a G EndK 证明： a 的对应于特征值 A 的根向 ft e 的高度不超过 dimV x (a). 

31 . 设 a € EndV. 证明 * 在 <7 的 Jordan 标准形中，特征值为 A 的 Jordan 块的最大阶数等 
于幂零变换 t = (a - Xid v )\ Rx(a) 的高度. 

32. 设 V 是 C 上 n 维向量空间， a e EndV, 是 a 子空间， A 为 a 的特征值.证 
明： Rx(cr\u) = Ha ( ct ) n C 7. 

33. 写出所有可能的 2, 3 阶 Jordan 标准形类型. 

34. 证明 ： 2 阶复矩阵相似，当且仅当它们的最小多项式 相同； 3 阶复矩阵相似，当且仅当它 
们的特征多项式，最小多项式都相同；给出两个最小多项式相同而不相似的 矩阵； 给出两个特征 
多项式、最小多项式都相同而不相似的矩阵. 

35. 对于下列矩阵為求复矩阵 C 1 ， 使得 CT 1 AC 为 Jordan 标准形： 



36. 设 （ Cl ，…，〜）是 K 的‘个基， tr € EndK tr 关于此基的矩阵为 J ( a , n ). 证明： 

1) V 的含^的不变子空间只有V; 

2) V 的任一非 苓+变 子空间都包含 e n ; 

3) V 不能分解为两个非平凡的不变子空间的直和. 

37( 循环分解唯 H4). 设 t : V — V是幂零变换. 

1) 若 U 是一个 t 循环子空间， dimi / = r, s € N, 0 < s 彡 r, 则 dimr a (t/) = r — s; 

2) 若有两种方式将 V 分解为 r 循环子空间的直和 V = ©UM = eUil/i, 并且 dim ^ = 

r if dimUj = Pj, 满足条件 n 彡 … 彡彡…彡 p t ， 那么 s = t, （i = 1， … ， 5). 

38. 设 t : K — K 是高度为 r 的幂零变换， 令 Hi = Kerr', dim 历 =0 < i < r + 1. 

1) 证明 ： Q = ff 0 QffiQ -" gH r = Hr+i = V \ 

2) 证明： d \ mH t / Ht-i ^ 1 ^ ^ r - 1; 

3) 构造 V 的一个基，使 r 的矩阵为 Jordan 形 矩阵； 

4) 证明： t 的 Jordan 标准形中 t 阶 Jordan 块的个数为 2 m t - mt-i - m t +i, 1彡 t < r. 
39(Jordan-Chevally 分解).设 a 是 C 上 n 维向量空间V的线性 变换. 证明：存在 
a n G EndV 满足下列条件： 
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1) a = <7 a + cr n ， a s ( T n — < r n cr s ; 

2) 是幂零的 ， 〜可对 角化； 

3) 存在 f ( t)y g { t ) € C [ t ], 使得 = /(< t ), a n = 

4) 若有 a :， a ; € EndV 满足条件 1), 2)， 则 
6.5 节习题 

40 . 设 A，B e M n ( F [ t ]), 且 A 与 S 等价. 证明 

41. 求下列矩阵的 Smith 标准形： 


分⑷; 




rankA = rankB 


1 -t t 2 


2 t 


+ 5< 


t 2 + t 0 


、 i+1 2 t 2 - 1 2 
3t 2 十 2t — 3 2t 


P + 2 t — 3 


0 (t+1) 


— 5 
t 2 +1 - 4 


3 t — 2 t 2 + 3 t 


3 t + 6 


( t - l ) 


t + 2 2 t 
2t 0 


3 t -3 


42. 求下列矩阵的行列式因子与不变因子* 


t + e 


t + 2 


t + a 


ao 


ai 


t + 2 


f+ 2 


f+ 2 


On-2 

1 t + a n - 


43 . 设 A € M n ( F ). 证明* A 与相似 • 

44. S >1, B , Ai , B x e M n ( F ), K A t A l 可逆.证明 * tA - B ^ tAi - B l 等价的充要 
条件是存在可逆矩阵 F , Qe M n ( F ), 使得山= PAQ，Bi = PBQ. 

45•设 /⑴ € FW ， A € M n ( F )， 且 f(A) = 0. 证明：存在 R(t), Q ⑴ € M n ( F [ t ]), 使得 

• f(t)I = (tl - A)Q(t) = R{t)(tl-A). 


46. 设 A e M n ( F ). 证明， 存在 D { t ) € M n ( F [ t ]), 使得 

1) Ai ( B ( t )) = l ; 

2) adj (tl - A ) = A n - i (*/- 

47. 证明 ： Z € M n ( F ) 的第 n 个不变因子⑴是 A 的最小多项式 • 


48. 证明： A = diag (山， A 2 ) € M n ( F ) 的初等因子为山与 A 2 的初等因子的合并. 

49. 求下列复方阵的 Jordan 标准形* 

1 2 3 4\ 

0 12 3 1 
0 0 12 ’ 

0 0 0 1 / 


4) 


50. 计算 n 阶 Jordan 块 J ( X 1 n ) 的方幕 J ( X ^ n ) k . 

51. 设4 =乙二,求 J ( A , n ) A . 

52. 设 J 为 n 阶 Jordan 形矩阵.证明：可写成一复对称阵与一实对称阵之积. 

53. 证明：任一复方阵可写成两个复对称阵的积. 

54. 设 Ae M n ( R ). 证明：力相似于准对角阵 D = diag (氏 ，…，氏)，且除氏的排列次序 
外， D 是唯—的，其中氏或为 Jordan 块 J(Ai,n»), 或为 
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向量空间公理反映了几何向量的线性运算性质.但几何向暈的度量性质，如长 
度、夹角等并没有在向量空间的定义中得到反映.几何向量的长度与夹角都可以用 
内积来表示，因此，要推广几何向量的度量性质，可以从内积着手.本章讨论几何向 
量的内积在一般有限维实或复向量空间上的推广.内容包括双线性函数与二次函 
数,欧氏空间与酉空间理论. 

作为本章的背景，我们来看二次曲线化简的问题. 

设在平面仿射坐标系1= ( o ; e 1? e 2 ) T , 我们将二次曲线的方程的二次项部分写 
成矩阵形式： 

q(x, V ) = (x ， y)( aU ai 2 )( X )^X T AX . 

\«21 a 2 2 / \y J 

我们希望找到仿射坐标系 n = ( o ；/ i ,/ 2 ), 使得上式化为平方和.假设由坐标系 
I 到待求的 II 的过渡矩阵为即 (/ i ,/ 2 ) = ( ei , e 2 ) C . 令 C = ( Cl ， C2 ), 贝 Ij ci ， c 2 分 
别为 /!, A 的 I 坐标（看作 R 2 中的列向 M ). 

经坐标变换 X = CT 后， g ( x , y ) 变成了 Y t ( C t AC ) Y . 用仿射坐标变换消去交 
叉项的问题转 化为： 求可逆矩阵 C ， 使得 C T AC 为对角矩阵 ， BP 

C^AC= f ClTAci c ^ Ac A = ( d ^ °\ 

■ \ c 2 r Ad c 2 t Ac 2 ) Vo d 2 ) 

等价地，求 R 2 的 一 个基 （ Cl ， C 2)， 使得 Cl T Ac 2 = 0. 

这可以仿照 R 2 中的正交投影来做.只要令 

e 2 T Aci 

Cl==eu C2 = e 2 -^A^ Clt 

如果我们称满足条件= 0的两向暈 ci , C 2 关于 A 正交，那么上面求 
C !, C 2 的过程就是求两个关于4正交的向童.这就相当于用矩阵 A 在 R 2 上定义了 
一种不同于标准内积 的度量 结构，它由下列函数定义： 

/( X , y ): R 2 -> R 2 , f ( X , Y ) = X t AY . (7.1) 

它是 R 2 的标准内积的推广.我们可以在一般的向量空间上考虑同样的 问题. 这样 
的考虑在数学、物理及其他领域都有重要的应用. 
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如果 ( o ； e u e 2 ) 是直角坐标系，我们希望作直角坐标变换消去 q ( x , y ) 的交叉项. 
此时， （ Q , c 2 ) 是 R 2 的幺正基.由幺正条件得 C T = C - 1 .因此，问题转化为求 R 2 
的幺正基 （ Cl , c 2 ), 使得 

AC = c( Xl ° ). 

V 0 X 2 J 

即 ( Ac ly Ac 2 ) = ( A 1 c 1 i A 2 c 2 ). 也就是说，要求 R 2 的一个幺正基 （ Q , c 2 )， 使得 M = 
A lC i , Ac 2 = A 2 c 2 . 问题转化为求矩阵4的特征向量的问题.下面我们证明，总可以 
找到这样的么正基.事实上， 

矩阵4的特征多项式为 


x — an —a\2 

—Cl21 X — a22 


= x 2 — (an 4- a22) 工十 (aiia22 一 a? 2 ) ， 


其判别式 ▽ = (an + 勿 2) 2 - 4(aua22 - a 〒 2) = (an — ^ 22 ) 2 + 4fli2 2 彡 0 • 

当 ▽ = 0 时， ai 2 = 0 . 此时 q(x ， y) 已不含交叉项 , 任取一个么正基即可 • 

当 ▽ 〉 0 时， 4 有两个不同的特征值，对应的特征向暈 Cl , c 2 是正交的.事实 
上， Ai(ci - C 2 ) = (Aci)-C 2 = (cj A T )c 2 = cj (Ac 2 ) = A 2 (ci -C 2 ). 因此 Cl • C 2 = 0 . 将它 

们单位化就得到所求的么 正基 . 

这个结论可以推广到一般的情形 . 这里我们顺便还给岀 3 维的情形 . 

设乂 = (aii) 3 x3 是实对称矩阵，则 A 的特征多项式 /(x ) 等于 


\xl — A\ = 


x — a\\ — <112 —tti3 

—d2\ 丨 一 a 22 ~ a 23 

— CI 31 — «32 X — 033 


=a: 3 — d\x 2 4 - d 2 X — 办， 


其中山 =tivi = ctu + a 22 十 «33> = detA, 


<h = 

an 

ai2 

+ 

an 

^13 

+ 

^22 

»23 


fl2l 

a22 


«3l 

^33 


^32 

^33 


引理 7.1 设 A 是 3 x 3 实对称矩阵，则 4 的特征多项式的根都是实数 • 

证设 A 是 /( z ) 在 C 中的根，则存在 C 3 中非零向量 c ， 使得 Ac = Ac . 取共轭转 
置得 c T A = Ac t , 于是 c T Ac = \ c T c . 另一方面，有 c T A = \ c T c . 所以 ( A - A ) c T c = 0. 
{H 0^ c t cGR , 因此 A = A , 故入 e R . □ 

定理 7.1 3 阶实对称矩阵 A 必有三个特征向 M 组成 R 3 的一个么正基 • 

证设是 A 的三个特征值.由根与系数的关系， 


di = Ai +入 2 +〜，办 = 入 1 入 2 +入 1 入 3 +入 2 入 3 ，办 = A1A2A3 . 
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当 Ai = A2 = A3 时，我们有 an + a 22 + 奶3 = 3 Ai ， 且 

a ll a 22 + auCl33 + a 22 a 33 ~ ( 。 12 2 + ai3 2 + 0>23^) — 3A^ . 

由此得 （an - Ai) 2 + (a22 — 入 1) 2 + ( 勿 3 - Ai) 2 + 2(ai2 2 + ai3 2 + o>23 2 ) = 0* 因此 

0>12 = ai 3 = ^23 = 0, 即 是对角的. 

当 A , A 2 , A 3 中有两个不相等时，不妨设 Ai / A 2 . 对应取两个单位向贵 Ci , c 2 E 
R 3 , 使得 = AlCi , AC 2 = A2C2 . 我们有 Cl 丄 C 2. 事实上， 

* AicJ Cl = cj Ac\ = cl Ac 2 = 入 2cfc2 = A2 cJci ， 

又 Ai _ A2 , 所以 cjc2 = 0 •令 C3 = Cl X C 2 , 则 C3 与 Ci ， C2 都 正交. 于是 

cjAcs = C 3 T Aci = XiC 3 T Ci =0， i = 1, 2. 

所以 > lc 3 也与 d ， C 2 都正交.因此 > lc 3 与 C 3 平行，即 4 c 3 = A3C3 . 显然，向 M C 3 是 
单位向量.因此 （ Cl ， C 2 , C 3) 是 R 3 的一个幺 正基. 口 

7.1 双线性函数 

几何向量的内积运算的一个基本性质是内积对于加法的分配律.将内积看成向 
量空间 E 3 上的一个二元函数,分配律就是说这个函数关于两个变 量都是 线性的.首 
先我们要将内积的这一基本性质推广到一般的向量空间 • 

7.1.1 双线性函数的定义及基本性质 

设 F 为数域， V 为 F 向量空间. 

定义 7.1 设厂 K x K — F ，( x , y) ^ /( x , y) 是定义在 V 上取值于 F 的一个 
二元函数.如果对任意向 M x, y, z e V ， 及任意数 有 

f{x - \-y 1 z) = f{x y z)-\- f(y y z), f(kx ， y) = kf(x,y), 
f(x, y-\~z) = /(x, y) + /(x, z), /(x, ky) = kf(x, y), 

则称 f 为 V 上的一个双线性函数. 

固定其中一个变 M 的值，双线性函数就成为另一个变量的线性函数 • 

例 7.1 对任意 : r = Ori ，..-， Xn )， 2/= (2/ i ，."，2/ n ) € R n ，定义 

n 

.f(x,y) = (7.2) 

t=l 

则/是 R / 1 上的双线性函数，常将 /(A ?/) 记作 : r • y . 
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例 7.2 设4 e M n ( F ), 定义 n 维列向量空间上二元函数 如下： 

f { X , Y ) = X t AY , V X, y G F n . 

容易验证， / 是上的一个双线性函数.我们将看到，上所有双线性函数都具 
有这样的形式.而且，若 F = R , >1 = A ， /就是 （7.2) 的列向董形式 • 

例 7.3 设 K = R nxn , 定义 f : VxV-^R 如下： 

f { A } D ) = tr ( AB T ) y V i 4 , B € K 

容易验证，/是 V 上的一个双线性函数.若将 K 与 R n 2 等同，则/就是 （7.2). 

设 V 是 n 维 F 向攮 空间, /3 = ( e lr .., e n ) 是 K 的基 . /为 V 上的双线性函数. 
对任意 z 和 y = 按双线性函数的定义，有 

n n n n 

/( 工， 2/) = /([ x i e i ， Uj e j) = > : /( e “ e j ) x iVj • (7-3) 

i=l j=l i=l j=l 

由 (7.3) 式可知，双线性函数由其在基上的取值所确定.换个说法， V 上两个双线 
性函数 A 和/ 2 相等，当且仅当它们在基向量上的取值相同，即 A = / 2 ,当且仅当 

/l (6i ， 勺） =/2(€“ 勺）， i ，j = 1, * * * , H. ^ 

/ /( ei , ei ) /( ei , e 2 ) … /( ei , e n )\ 

/(^2 ， ei) /(e2 ， e2) … /(e2 ， e n ) 

A = • • . • 

« # _ _ 

• • # • 

\/( e n , ei ) /( e „， e 2 ) … /( e n , e n )/ 

定义 7.2 称矩阵 4 为双线性函数 / 关于基（^，…， O 的矩阵 - 
用矩阵记号， 设 X ， y 的坐标向 M 分别为 X ，乙 (7.3) 式可表为 

f ( x , y )^ X J AY . (7.4) 

于是， F 上双线性函数 A 和/ 2 相等当且仅当它们关于基 （ Cl ，• • • ，〜）的矩阵禹= 
(/ i ( e “ e ,)) 和烏 =(池，勺))相等.反之，设 A e Af n ( F ), 定义 

f : VxV -^ F , f ( Xl y ) = X t AY . 

显然， / 是 F 上的一个双线性函数，且 Heuej ) = a 0 , 1 彡 i，j < n ， 即/关于基 
(^， • •. ， e n ) 的矩阵为克因此,取定 V 的基以后， V 上双线性函数与 Fin 阶方阵 
一一对应.显然，两个双线性函数的和是一个双线性函数，一个双线性函数每•一个 
数的乘积也是一个双线性函数.因此,空间 V 上全体双线性函数的集合是一个线性 


• 244 • 


第 7 章双线性型与欧氏空间 


空间.当两个双线性函数相加时，它们的矩阵相加；双线性函数乘一个数时，它的矩 
阵乘以这个数.因此,双线性函数和它的矩阵的对应是 V 上双线性函数空间到 n 阶 
方阵空间的一个同构. 

(7.3) 式右端的表达式称为 F 上变量 A ，…, x n , yi ，…，％的双线性型.因此, 
任意一个双线性函数用坐标表示时就是一个双线性型.反之，任意一个双线性型按 

(7.3) 式定义一个双线性函数.因此，在一个给定的基下，双线性函数和双线性型之 
间存在着 一一 对应 关系. 此时对这两个名词不加区分. 

例 7.4 设 V =: R 2 , 对于任意的 x = ( xi ,. x 2 ), y = (y 1 , 2 / 2 ) e V ，令 

f ( x , y ) = x \ y2 -\- X2V \, 

则 / 是 K 上一个双线性 函数. 根据定义，/关于标准基（^， e 2 ) 的矩阵为 

/ /( ei , ei ) /( ei , e 2 )\ ^ / 0 1 \ 

\/( e2 , ei ) /( e 2 , e 2 ) / V 1 0/ 

且 

/( x , y ) = ( x 1 , x 2 )^ i ° 你. 

其中 X = ( Xi , X * 2 ) T , Y = ( t / 1 , 1 / 2 ) T 分别为 A 2 /关于标准基的坐标. 

基变换时，双线性函数的矩阵会怎样改变？ 

设# = ( e ;， …， <) 是 V 的另一个基，且/?到#的基变换矩阵为 C ， 即 〆 = / JC . 
对任意 X ，2/ G V ，设 o : = /3 X = y = 0 Y = /?' r ， 则 X = CX \ Y = CY ，, 代入 

(7.4) 式，得 f ( x ， y ) = { X f ) J C T ACY f . 因此， / 关于基#的矩阵是 I = C T AC . 反 
之，如果 W = C T AC \ 其中 C 可逆.令# = /3 C , 则#是 V 的基.由已证部分知，/ 
关于基#的矩阵是，.于是，我们有如下定义和结论. 

定义 7.3 设 A, ， e M n ( F ), 如果存在可逆矩阵使得，= C T AC , 则称矩 
阵 A 与矩阵4合同. 

命题 7.1 V 上双线性函数关于不同基的矩阵是合同的，反之与其矩阵合同的 
矩阵一定是它关于另一个基的矩阵. 

容易验证，合同关系是 M n ( F ) 上的一个等价关系.双线性函数理论的主要目 
的是选取适当的基，使得双线性函数的矩阵有尽可能简单的 形式. 所以，对于双线 
性函数，知道其矩阵的那些与基的选取无关的性质是非常重要的 • 

定义 7.4 V 上一个双线性函数/的核定义为 

Ker / = {?/ € V : f ( x ， y ) = 0 ，V x 6 V }. 

如果/的核 Ker / 为 {0}, 那么就称/是非退化的；否则，称/是退 化的. 
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易知, Ker / 是 V 的子空间.如果⑷ ，…， e n ) 是 K 的一个基,那么 

Kerf = {x € V ： /( ei , x ) = 0 ， i = 1,…， n }. 

将 Ker / 中的元素所要满足的条件用坐标写出，我们得到一个齐次线性方程组，其 
系数矩阵就是/的矩阵儿因此， 

dimKer / = n — rank A (7.5) 

特别地， Ker / = 0,当且仅当 ranki 4 = n ，即4非 奇异. (7.5) 式表明，双线性函数的 

矩阵的秩并不依赖于基的选取，或者说合同的矩阵有相同的秩. 

定义 7.5 双线性函数/的矩阵的秩称为/的秩，记为 rank /. 

定义 7.6 设/是 V 上一个双线性函数.如果对任意的: r , e K ， 有 

f ( 工， y) = /(2/ ，工)， 

那么称/是对称的；称 f ( x , y ) 是斜对称的，如果对任意的 X , y e V ，有 

/( 工， 2/) =-/(2/’ 工 ). 

设/是 V 上一个双线性函数 . /关于基 （ Q ， •••，〜）的矩阵为儿如果/是对 
称的，那么 a i>7 = /( e », ej ) = /( ej , ej ) = aji , i , j = 1，…， n . 因此 4 是对称的；反 
之，如果火是对称矩阵，则对任意 x = 0 X，y = 0 Y ， 有 

f { x , y ) = X T AY ^ ( X t AY) t = Y ^ A T { X r ) T = Y r AX = /( t /, x ), 

即 / 是对称的.因此，双线性函数/是对称的当且仅当其矩阵 A 是对 称的. 又由于 
双线性函数的对称性并不依赖 f 基的选取，因此，如果/关于 V 的某个基的矩阵是 
对称的,则它关于 K 的任意基的矩阵也是对称的. 

定义 7.7 设/是数域 F 上向量空间 K 上的一个对称双线性函数.函数 — 
F , q ( x ) = /( x , x ) 称为与/相联系的二次函数 • 

容易看出，对称双线性函数/由对应的二次函数 g 唯一决定.事实上，函数/ 
可以从函数 g 恢复出来： 


y) = ^[q(x + y ) ~ q(x) - q(y)} (7.6) 

双线性函数 / 称为二次函数 g ( y ) 的极化.因此, V 上全体对称双线性函数的集合和 
F 上全体二次函数的集合之间存在 一一 对应.在此对应之下,关于对称双线性函数 
的所有概念（如矩阵，秩，非退化等）或命题都可以转换成二次函数的相应概念或命 
题，反之亦然.因此,考虑对称双线性函数或者考虑二次函数,原则上是没有差别的 • 
以后说到二次函数，我们心里同时有对应的对称双线性函数，反之亦然. 
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任取 K 的基/? = (ei • • -,e n ), 对任意向貴 :r = Z^ =1 尤而= /3A ■，有 

n n 

qm = YlYl a ^ XiX ^ ( 7 - 7 ) 

i=l J = 1 * 

右端的表达式称为 F 上变量 x 1? ...,x n 的一个二次型.也可写成矩阵形式 

q{x) = X t AX, ( 7 . 8 ) 

其中4是二次函数 gOr) 关于基（ 61 ，…，“）的矩阵. 

这样就建立了二次函数和二次型之间的 一一 对应.但此对应依赖于基的选取， 
如«，…， e；J 是V的另一个基，且 

( e ’ i ， …， O =(已1，…， OC . 


则对任意 : r = EL AG = ELi 2/ 〆 ，我们有 x = cy ， 于是 


q ( x ) = X t AX = Y t ( C t AC)Y . 

此时就说， • • •， x n ) = X T AX 经非退化线性替换 X = CY 化成了二次型 

qi(yir-,yn) = Y T (C T AC)Y. 


7.1.2 正交化方法与分类定理 

考虑定义了一个对称或斜对称双线性函数的有限维线性空间.我们可以讨论 
这个线性空间中向讀的正交性，但这和几何空间中向 M 的正交性有很大差别，和我 
们的几何直觉是不一致的.利用正交性的概念可以描述有限维实、复线性空间上所 
有的对称双线性函数.从而给出实、复二次函数的分类. 

下面总设 F 是一个数域 . V 是数域 F 上的一个有限维向 M 空间. 

定义 7.8 设/是 V 上一个对称或斜对称双线性 函数. 对于 x , y G V ,如果 
/( x , y ) = 0, 则称 A y 关 T /是正交的，或/正交的，记为$丄 y . 

例 7.5 设 R 4 上双线性函数/关于某个基的矩阵为 diag ( l , l , 1,-1). 易知， 
(1, 0,0, 1) e R 4 关于/是自正 交的. 

正交关系显然是对称的，即如果 r 丄 y ， 则有 y 丄 X . 若/是斜对称的，则每个向 
景都和自己正交. 

定义 7.9 设/是 V 上一个对称或斜对称双线性函数.设 f / 是 V 的一个子空 
间，定义 t / 关于/的正交补（或/正交补）为 

[/丄= { y e V : f { x , y ) = 0 y \/ xeu }. 
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换个说法， t / 的/正交补就是和 C / 中每个向量都/正交的向量组成的集 
合. 容易证明， f /丄 是 K 的一个子空间.特别地 ， P = Ker /. 

命题 7.2 设/是 K 上一个非退化的对称或斜对称双线性函数，设 r 是 K 的 

子空间，则 dimf /丄 = dimV — dimt /， （ t / 丄)丄= f /. 

证取[/的一个基 （ ei ，…， e s )， 将其扩充为 V 的一个基 （ ei ，…， e „)， 则 

[/丄 = {x e V : f ( ei y x ) = 0, i = 1， •••,《}• (7.9) 

将 f / i 中元素要满足的条件写成坐标形式，我们得到一个齐次线性方程组，其系数 
矩阵是行满秩的.事实上,若有不全为零的数 h ，•… ， h € F , 使得 

9 S 

i=l i=l 

因为/是非退化的，所以 EUi = 0- 这与 ( ei ,-*, e a ) 线性无关 矛盾. 于是方程 
组的系数矩阵的秩等于 s . 因此 dimt /丄 = dimV ^ . s . 由此得 

dim ( i / 丄)丄 =n — (n — s ) = 3 = dimU . 

又根据定义，我们有（ I /丄)丄2 C /. 因此 ( U 丄)丄 = U . □ 

设/是 K 上一个双线性函数.考虑/在 K 的子空间上的限制/|(/,我们得 
到 C / 上一个双线性函数 fluiUxU ^ F , ( x , y ) ^ f ( x iy ). 

命题 7.3 设/是 K 上一个对称或斜对称双线性函数， t / 是 V 的子空间，则 
V = ?/ © (/ I 当且仅当/在 f / 上的限制 / Ic ; 是非退化的. 

证由命题 7.2 的证明知，对于子空间 f /, 有 dimU 1 ^ dimV - dunU . 另一 
方面，根据定义， " n C /丄 = Ker / lc ； = {y eU : /( x , y ) = 0 , V x € C/}. 因此，若 
y = t/® [/丄 ，则 t/nf / 丄 = o, 于是 /k/ 非 退化. 反之，若 /It/ 非退化，则 f/nf/ x = o, 

于是 din ^ JZ + yi ) = 丄彡 dimV , 因此 1/+?7丄 =K 所以 V = t /© C 7 丄- O 

定义 7.10 设/是 K 上对称双线性函数. K 的一个基/? = ( 61 ， •••，“） 称为关 
于/的正交基或/正交基，如果 Heucj ) = 0, i /义1彡 i ， j 彡 n . 

定理 7.2 设/是数域 F 上 n 维向 M 空间 V 上的一个对称双线性函数，则 V 
中存在关于/的正交基. 

证对 n 归纳 .ri = 1时，显然.假设对亍 n - l ( n 〉 1) 维空间，定理成立，考虑 
n 维的情形.如果/ = (3, 任意一个基都是正交基.如果/ = 0,由极化等式 （7.6) 知, 
g / 0,即存在向贵 q € V ，使得 f { e u e x ) = 5 ( 60 / 0 . 由命题 7.3 知 ， K = 〈 ei >0< ei 〉 x . 
/限制在子空间 ( ei )^ 上仍是对称双线性函数.由归纳假设，存在 ( d ) 1 的一个/ 
正交基 （ e 2 , …， e n ). 因此我们得到 K 的一个/正交基 （ 61 , e 2 ,..., e n ). □ 
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定理 7.3 设 K 是数域 Fin 维向量空间，/是 V 上一个斜对称双线性函数. 
则存在 K 的一个基 （ Cl ，*"， “),使得 

f /( e 2 在 -l’hi) = -/(e2“e2i - 1) = 1 ， i = 

i f ( euej ) = 0, 其他情形. 

换句话说, / 关于这个基的矩阵为 •/ = diag ( J 2 , …， ./ 2 ,0, …, 0)，其中 

j2 =(-°i i)- _ 

这样的基称为 v 关于 P 的辛基. 

证 对 dimV 作归纳 .当 dimV = 1 时，/ = 0. 定理 成立. 设 n > 1， 且当 
dimK < n 时，定理 成立. 考虑 dimV = n 的情形.如果/ = 0, 定理显然 成立. 如果 
/ / 0,则存在向量 ei ， e 2 , 使得 /( e l 5 e 2 ) / 0. q 或 e 2 乘适当的数（仍记为 ei 或 e 2 ) 
可使 /( ei , e 2 ) = -/( e 2 , e !) = l . 于是,/限制在子空间 ( e 1? e 2 ) 上关于基 （ q ， e 2 ) 的 
矩阵 A 形如 (7.10) . J 2 是非奇异的，由命题 7.3, K = ( ei , e 2 )0 ( e u e 2 ) x . 由归纳假 
设， { eue 2 )^ 有辛基 （ e 3 , …, 〜)， 于是 （ Q ， …，〜）是 K 的辛基由归纳法，定理得 

证. 口 

下面我们主要讨论对称双线性函数. 

设/是 K 上的一个对称双线性函数.如果 F 有一个关于/的正交基 ( e !,..., e n ), 
那么/关于这个基的矩阵 ( fieuej )) 是对 角的. 不妨设 （/( ei ， ej )) = diagCdx ,...,^). 
此时/自身以及对应的二次函数 （？ 有如下简单形式：对任意 a : = : r iei +…+ 

工 ne n , y = yie \ -h - h y n e n e V ； 

f ( 工， y) = dixiyi -f ••• -f rf n x n 2/ n , (7.11) 

g ( x ) = d \ x \ + • • • + d n x \. (7.12) 

因为双线性函数在不同基下的矩阵是合同的，因此，用矩阵语言，定理 7.2 即是说， 
F 上每个对称矩阵一定合同于一个对角矩阵.下面给出一个更具体的构造正交基 
的方法（在一定条件下). 

设 （ Q ，•••,“） 是 V 的一个基，而 >4 = ( a 0 ) 是/关于这个基的矩阵.令％ = 
〈 ei ，…， 〜》， s = …， n . 可以将/限制在子空间％上. 用人 表示 / k 关于基 

( eir -, e s ) 的矩阵.易见丄就是 A 的前 s 行及前 s 列构成的子矩阵，即>1的左上 
角 s 阶子矩阵.我们称汔的行列式 detA s 为方阵4的 s 阶顺序主子式，记为 <5 S . 
规定 Vo = 0, 6 o = 1. 

定理 7.4 如果矩阵4的所有顺序主子式都非零，那么 V 中存在唯一的一个关 
于 / 的正交基 ( ai ,--*, a n ), 使得 a 3 £ e s -\- s = 且 

q ( cl s ) = f ( a s , a s ) = ^-，s = 1，…， n . (7.13) 

^3-1 
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证对 d\mV 归纳•当 dimV " = 1 时，有 a ! = e !， q ( ai ) = S \(= ^).假设 
dimV = n — 1 (n > 1) 时，结论 成立. 

考虑 dimV = n 的情形.对用归纳假设，可设 （ M ，…， a n _0 是的 
满足定理要求 的基. 我们通过待定系数来构造〜.设 a n = e n + 由归纳 

假设，两两关于/正交，且 q ( ai ) = ^7 ^ 0, z < n . 所以存在唯一的 
幻 ，…， fcnq eF ， 使得 ' 

◦ = / (fln’ = / (e n ， d») 4- i = l，...，Ti 一 1. 

又 V n _ i , 因此 （ ai ，• •. ， a n ) 是 V 的一个关于/的正交基.下面验证 （7.13) 对于 
5 = n 成立.从基（ 61 ， ..*, e n ) 到基 ( a ir • • ，〜）的过渡矩阵是上三角的，且主对角元 
都为1，因此过渡矩阵的行列式为 1. 于是/的矩阵的行列式不因基的改变而改变, 
但/在新基 ( a !,..., a n ) 下的矩阵是对角阵 diag ( g ( ai )，. • • ， q ( a n )). 因此 

S n = 分 (ai) … g(a n «i)^(a n ). 


由归纳假设，得 □ 

- 1 

这个构造法称为 Gram-Schmidt 止交化 方法. 应用于 E 3 , 参见图 7.1. 



二次函数的系数木= qia ), ^ f 的矩阵.如令< = k ietf M 

d\ — q{e[) = k^q{ei) = = 1 ， … ， n. 

这相当于用 F 中一个非零元的平方乘么.另外，改变正交基中基向 M 的次序还是 
一个正交基.那么，这样调整的余地到底有多大呢？这个问题就与数域 F 的性质有 
关了. 

1 ) 当 F = C 时，我们可以用基向童的倍数调整系数汰，使它等于1或0•再适 
当调整基向董顺序，二次函数 g (： r ) 的表达式获得如下形式： 


q(x) = x? H- a：! -t- • • • + 


(7.14) 
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这里 r = ranM 是与基无关的，因而是不变的. 

2 ) 当 F = R 时，可以用基向量的倍数调整系 数木， 使它等于 土1 或 0. 再适当 
调整基向量顺序，二次函数 r ) 的表达式获得如下形式： 


咖)= 4 4 …4 - x“ 2 - xl +卜 (7.15) 

这里+丨= rank 4 与基无关，因而是不变的.自然要问， A : 和丨是不变的吗？ 

用矩阵的话来说，每个 n 阶实对称矩阵4都合同于如下形式的对角矩阵： 

(-It j , (7.16) 

那么对角线上1 的个数是由4唯一决定的吗？ 

下面我们证明，数 A : 和 /是由 /或矩阵4唯一确定的.为此，先考虑 A : == n 的 
特殊情形.此时， g 有如下形式： 

q ( x ) = Xj + Xj + • •• + x ^. (7.17) 

由此得知,对于 V 中任意非零向锨 rc = 5^7=1 x * e ^ 都有办;）> 0. 

定义 7.11 设 K 是一个实线性空间 . K 上一个二次函数 (7 称为正定的，如果 
对 K 中任意非零向量: r ， 都有 (/ Or ) >0.1/ 上一个对称双线性函数称为止定的，如 
果与它对应的二次函数是正定的. 

显然，对于 K 上一个正定二次函数 a 存在 V 的一个基 ( e !,..., e n ), 使得对任 
意 z = Zir=l X i e i € V , g 形如 （7.17) 式. 

定理 7.5 实二次函数 g 的规范形 （7.15) 中指数 A : 等于 dimU 的最大值，其中 
是 F 的子空间，且限制在 C / 上是正定的. 

证显然， g 在 A : 维子空间 〈 61 ，…，上是正定的.设 C / 是 V 的一个子空间， 
且 g 限制在 V 上是正定的.令 W = ( e fc + i ,--., e n ). 对任意 a ; € V ，有 (/( a ;) < 0.因 
此，；/ n W = 0,于是 dimU ( k . □ 

类似地，/是使得为负定的子空间[/的最大维数. 

推论 7.1 式 （7.16) 中的数 fc ， i 由对称双线性函数/唯一确定. 

以上推论也称为 Sylvester 定理或惯性定律.整数对 ( kj ) 称为/的符号 . A :， Z 分 
别称为/的正、负惯性指数. k-l = 2 k - r 称为 f 的符号差. 

式 （7.15) 称为实二次函数 g 的规范形.式 (7.14) 称为复二次函数 g 的规范形. 
此时的基称为规范正交基.矩阵 (7.16) 称为矩阵 A 的合同标准形. 

由定理 7.4 立即得到一个正定性判别法，称为 Jacobi 方法. 

定理 7.6 ( Jacobi ) 如果实二次函数的矩阵的顺序主子式都不为零，那么 g 的 
负惯性指数等于序列&,•••，&的符号改变数. 
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推论 7.2 —个实二次函数是正定的当且仅当它的矩阵的所有顺序主子 式大于 
零. 

证如果二次函数的所有顺序主子式都大于零,那么由 Jacobi 方法得知，该二 
次函数是正 定的. 反之，如果二次函数是正定的，那么它限制到任意子空间也是正定 
的，因而是非退化的.特别地，它的所有顺序主子式都非零，由 Jacobi 方法，它们都 
大于零. 口 


7.1.3 二次型及其标准形 

前面我们看到，二次函数的坐标表达式是一个二次齐次多项式.现在我们从多 
项式的观点来讨论这类函数. 

定义 7.12 设 F 为数域.系数在 F 中，具有 n 个变量:^，2： 2 ，"*，〜的二次齐 
次多项式称为 F 上一个 n 元二 次型. 它的一般形式为 

n 

• • • J x n ) = ^ : +2 > : dijXiXj , (7.18) 

i=l l ^ i < j^n 


或 


w w ■冒 

分(工 1 ， • • • ， x n) = >二 > : dij^i^jy 






3 


利用矩阵乘法，我们可将二次型 Q ( x lr -, x n ) 写成如下矩阵形式 


(7.19) 


q(xi^-,x n ) = {xi y X2y-^X n ) 


an ai2 
^21 C122 


®ln \ / ^1 


«2 n 


X 2 


^nl ^n2 


• • 


®nn 


\X 


(7.20) 


或更简笮的 形式: 


q ( X ) = X T AX . 


(7.21) 


定义 7.13 n 阶矩阵乂 =(叫）称为二次型 <?(〜•••，〜） 的矩阵. 
例 7.6 二次型 q { x \, x 2 ) = x \ -f 6 xix 2 -f 的矩阵为 

a o - 


按照定义中二次型的一般形式的写法， n 元二次型 g ( x 1? ..., x n ) 的矩 阵火是 
一个 n 阶对称 矩阵. 反之，任给•一个 n 阶对称矩阵木我们得到一个 n 元二次型 
q ( x ir ••，〜）= 两个二次型称为相等,是指它们的各项系数都对应相等，即 
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它们的矩阵相等.也就是说，二次型完全由其矩阵所确定.于是我们就在 F 上全体 
以 x lr .. ? x n 为变量的二次型的集合和 F 上全体 n 阶对称矩阵的集合之间建立了 
一一对应. 

我们知道，对于向暈空间上的二次函数，当基改变时，其坐标表达式也相应地改 
变，其规律可用矩阵来表述，变换前后的矩阵是合同的.上一节的一个主要结果是每 
个二次函数都可以经过适当的坐标变换，使其表达式化为坐标的平方和形式.用矩 
阵的话来说，就是每个对称矩阵合同于一个对角矩阵.下面我们用二次型的语言来 
重述这个结果. 

定义 7.14 设 C 为 n 阶可逆矩阵，我们称 X = 是从变量 X 到变量 Y 的 

一个非退化线性替换，其中 

X = ( Xi ,-«-, X n ) T , Y = (Vl ， … ， Vn) T - 


对二次型 q ( X )^ X T AX 作变董替换 X = CY , 即将 X = CT 代入我 
们得到 Y t ( C t AC ) Y , 这是一个以 k 为变董的二次型 Y J BY } 其矩阵 B 为 C T AC . 
为了使得替换后所得二次型的性质能解释为原二次型的性质，我们要求矩阵 C 可 
逆，即所作的变童替换是非退化的.因此,矩阵4与矩阵 S 是合同的，即在非退化 
线性替换之下，二次型替换前后的矩阵是合 同的. 注意到对角矩阵所对应的二次型 
是一个平方和形式，对称矩阵合同于一个对角矩阵这一结果，可用二次型的语言表 
为：二次型可经非退化线性替换化为平方和.这个结果的几何意义是：在仿射坐标 
系下，二次曲面方程的二次项部分可以经过仿射坐标变换化为平方和. 

下面是一个具体的化法. 

1) 二次型中某个变景平方项的系数不为零.例如， an # 0. 此时，把二次型对 
xi 进行配方，得（若 a n = 0,某个叫/ 0,则对: Ci 配方） 


^(^1 ， • • • ，工 n ) 




a\\x\ 4- 2 ai 2 X\X 2 -I - h 2ai n xix n -4 - ^ ^ aijXiXj 

*=2 j =2 


( ai 2 

=an I X\ H - X2 H - h 

\ a u 



^ ij x i x j - 

i =2 j =2 


令 



2/1 = 怎1 + ^ X 2 + • • • + 

Vi = x iy i = 2，."， n , 



x i = 2 /i - - 

工 i = 2/i, i = 


经此非退化线性替换，二次型 • • ，〜）已化为如下形式: 


i =2 j =2 


再对上式右边的 （n - 1) 个变最继续配方,直至化为平方和为止. 
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2 ) an = 0(z = 1 ，…， n )， 有一个 a i：7 / 0 . 则作非退化线性替换： 

= Vi + yj ， 

工 j = 2 /i 一 ％， 

Xk = Vk / hj )- 

这就可以把二次型化为第一种情况. 

例 7.7 将下面的二次型化为标 准形： 

1) g(xi ， Z2 ， X3) = xf + 2x2 + 4x§ + 2x\X2 4 - 6x 2 x 3 + 2xiXs ； 

2) g(Xl ， X2 ， X3 ， X4) = 2X1^2 + 2xiX3 - 2 X \ X 4 ~ 2X2X3 + 2 工 2 工 4 + 2X3X4. 

解 1 ) a n = 1 ^ 0 . 属于第一种 情况. . 

x \ + 2 xi ( x 2 + X3 ) + ( x 2 + x 3 ) 2 — ( X2 + X3) 2 H - 2 x \ - f -4 x § 4 - 6x 2 x 3 
=(xi + a ：2 + X 3) 2 -h X 2 4- 3x§ -f- 4 怎 2 工 3 
= (xi + X2 + X3) 2 + ( X2 + 2 x 3 ) 2 - x§. 

令 2/1 = X ! - hx 2 + x 3 , 2/2 = ^2 4- 2 x 3 , 2/3 = ^3, BP 

/ xj \ / 1 -1 l \ /yi 

- X * = j x 2 1 = 0 1 -2 I 2/2 

\ x 3 / y o 0 1 y \ V 3 

易知 c 非奇异.经非退化线性替换 X = cr 后，二次型化成了标 准形： 

q { x u x 2 , x 3 ) = q ’( y u y 2， y 3) = y \^ yl-yl = y t a , y . 

验箅得知， g 的矩阵 A 与 g ' 的矩阵 W 满足合同关系： = C T AC . 

2) q 不含 T 方项，属于第二种情形.先作 替换： 

X \ = y \+ V2 , = yi - 2 / 2 ，工 3 = 2/3，工 4 = 2/4. 

则有 q { x \ , x 2 , x 3} x 4 ) = 2 y \ - 2 yl -f 4y 2 ?/3 - 4y 2 2/4 -f 21 / 31 / 4 , 再配方 

q=2yf -2(y! - 2y 2 (y 3 - Va) + (?/3 - y4) 2 ) + 2 (妁 -y 4 ) 2 + 2y 3 y 4 

= 2 y ? - 2 ( 2/2 - y 3 + Va ) 2 + + 2 y \ - 2 yzy 4 

= 2 y ? - 2( y 2 — y 3 + y 4 ) 2 + 2 ( y 3 — * y 4 

令 A = yi ，幻 = 2/2 — 2/3 + 2/4， z 3 = 2/3 - 1 2/4,贝 1 J 

3 

g ( xi , X2 , x 3 j x 4 ) = 22 ? - 2 z \ + 2 z \ -f - zj . 
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所作替换为 X = CZ ， 其中 



根据二次型和对称矩阵的一一对应关系，以及在非退化线性替换下，二次型的 

矩阵的变化规律,也可以用初等变换方法化二次型为平方和. 

设 A 为对称矩阵， C 为可逆矩阵，且 C T AC = D .将 C 写成初等矩阵的乘 
积： C = Q … CV , 则 C r T - Cr ACi ^Cr = D . 用初等矩阵 Ci 右乘 Z 相当于对力 
作某种初等列变换，用 C7 左乘4相当于对4作同样的初等行变换.为了求出矩 
阵 C ， 我们可以对矩阵 M | 二）作初等行变换，而对前半部分作同样的初等列变换 • 
最后将前半部分化成为对角矩阵 D 时，后半部分就是矩阵 C T . 事实上， 

C t ( AC \ I )^( D \ C t ). 


例 7.8 将二次型 q{xi,X2,x 3 ) = 2x\X 2 - 6 x 2 X 3 + 2xix 3 化为平方和. 
解记 g 的矩阵为 A 对 M I J ) 作初等行变换和同样的初等列变换: 



即 C T (AC \ I 3 ) = ( C 1 AC \ C 1 ). 于是，令 X 二 得 


q{x\,x 2y x^) = 2y\ - + 6t/|. 
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前面已说明， F 上任意一个二次型 Q ( x ir • • ，〜）都可以经过非退化线性替换化 
为平方和.如 

diyj + . •. + d r yl ， di ^ 0, i= l,***,r. 

如果 F = C ， 再作非退化线性替换： 

Vi = ~^ Zi ^ < = 1 ，•••，”， Vj = Zj, j = r-f I,--*, n. 


可将它化为系数为 1 和 0 的平方和: 


+ …+ 4， 

称为复二次型 (7 的规范形.因为 r = rankA 所以规范形是唯一的. 

如果 F = R , 不妨设木 > 0 ，i = 1，…， / c ; di < 0, i = fc + 1, …， r . 可以再作非 

退化线性替换： 


Vi = 


y/di 


2 i ， 


i = 1，…，『， 


Vj = Zji j = r + 1 ， … ， n. 


将它化为规 范形： 

4 + … • + 4 - 2艺 +1 - zl +l . (7.22) 

下面是规范形唯一性的另一证法. 

定理 7.7 实二次型 q ( X ) = X T AX 可经非退化线性替换化为规范形 （7.22) ， 
且规范形是唯一的，其中正、负平方项个数 A :、 Z 分别称为 g 的正、负惯性指数， ( k-l 
称为的符号差)， A :+ Z 是 <7的秩. 

证设 q ( X ) 经非退化线性替换 X = BY 和 X == 分别化为如下形式： 


= + - (7.23) 

q {^) = + • • • + 之? 一之 ?+i — . •一 2^. (7.24) 

假设 A : > /，由于 X , y，Z 之间具有可逆的线性关系，所以 

21 = 0, ••- Z \ — 0, 1/ fc+i =()，•••， 2 /n = o (7.25) 


组成一个关于 x 1 ? ..-, x n 的齐次线性方程组，且方程个数 n - k ^ l 小于变量个数 n ， 
因而它有非零解.取一个非零解义0,则有 K = B ^ X 0 / 0 .因为％的后 n - fc 个元 
都为零，于是前 A : 个元中至少有一个不为零.因此，将為代入 （7.23) 式，得到一个 
大于零 的数； 将知代入 （7.24) 式，得到一个小于或等于零的数.矛盾！ 丁-是 k(L 
由于 A Z 的地位对称，同理可得 l ^ k . □ 





• 256 . 


第 7 章双线性型与欧氏空间 


如果 n 元实二次型 q ( X ) 的符号差等于 n , 那么经过某个非退化线性替换 X = 
CY , q ( X ) 可以化为如下规范形： 

g ( xi , • • • ，〜)= X T AX = Y T [ C 1 AC)Y = y ? + … + y ;. 

由此看出，任意一组不全为零的数 yi ,..., yn 代入后，二次型的值都是正数.由于 
X = CY 1 Y = C _' X ， 所以 ，X ^0 当且仅当 Y / 0;且 X 取遍 R n ， 等价于 y 取遍 
R 71 . 因此，对于变 It xi ,..., x n 的任意一组不全为零的值，函数值 q { xi r - y x n ) U 
是正数.反过来，如果对于任意非零的 X e R ' 都有 q ( X ) > 0,那么 q ( X ) 的秩和 
符号差都等于 n . 事实上，若 r < n ， 或者 r = n ，但 s < n , 取 Vb = (0,…，0, 1) € R ' 
令= CY 0 , 则有 q ( X 0 ) = Y ^ C T ACY 0 - O y 或者一 1. 与已知矛盾. 

定义 7.15 设 >4是 n 阶实对称矩阵，二次型 q ( X ) = X T AX 称为正定的，如果 
对任意非零的 X € R n ， 总有 q ( X ) > 0. 此时>1称为正定 矩阵. 

命题 7.4 设4是一个 n 阶实对称矩阵.则4是正定矩阵，或二次型 Q ( X ) = 
X T AX 是正定二次型，等价于下列条件之一： 

1) 4 合同于单位矩阵， 

2) 4 ( 或 q ( X )) 的正惯性指数等于 n ， 

3) A 的所有顺序主子式大于零. 

证留作练习. 口 

与正定性平行，还有下面的概念. 

定义 7.16 设是一个 n 元实二次型. 

1) 如果对任意 X € R ' 都有 q ( X ) < 0,那么(/称为负 定的； 

2) 如果对任意 X e R 71 ， 都有 q ( X ) > 0,那么称为半正 定的； 

3) 如果对任意 X e R n , 都有 q ( X ) ^ 0,那么 g 称为半负 定的； 

4) 如果 g 既不是半正定又不是半负定，那么^就称为不定的 • 

7.2 欧氏空间 

% 

本节我们将初等向 M 几何推广到 n 维情形.我们将看到，几何向量的线性运算 
及内积运算性质能通过欧氏向量空间的概念得到充分的反映. 

7.2.1 基 本性质 

定义 7.17 设 V 是实向量空间 . K 1： 一 个正定对称双线性函数称为 V 的一个 
内积.定义了内积的实向 M ： 空间称为欧氏向 M 空间，简称欧氏空间. 

设 V 是一个欧氏空间 j 是它的内积.对任意 X， V e V ， f ( x ， y ) 称为向量 x 与 y 
的内积，常简记为 （ x ， y ). 
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例如， E 3 是实向量空间，它的内积运算是 E 3 上的一个正定对称双线性函数.因 
此 E 3 是一个欧氏空间.取直角坐标系，向童用坐标来表示，我们得到线性空间 R 3 . 
几何向量的内积在直角坐标系下的坐标表达式定义了 R 3 上一个内积.更一般地， 
我们还定义了实线性空间 R " 上的标准内积 ， BP 

( x , y ) = xiyi 4- ••• + x n y n , Vx , ?/€ R n . 

显然,这是 R " 上一个正定对称双线性函数.因此 R / 1 是一个欧氏空间. 

例 7.9 对于函数 f(xl g ( x ) € C [0,1]， 定义 

( f ( x ), g ( x ))= [ f ( x ) g ( x ) dx . (7.26) 

Jo 

这里 C [0, lj 是区间 [0,1] 上的实连续函数 空间. 由定积分的性质知,这定义了 c [0, 1】 
上一个正定对称双线性函数，使 C [0,1] 成为一个欧氏空间. 

因为内积是对称双线性函数，所以欧氏空间中有正交的概念. 

定义 7.18 设 K 是欧氏空间.如果向最 x ， y 的内积为零，即 （ rr ， y ) = 0,那么 
x , y 称为正交或相互垂直，记为 xly . 

内积还具有正定性，对任意 xeV , v / M 是一个非负实数.因此可以定义向 
量的长度. 

定义 7.19 欧氏空间 K 中向最 x 的长度为非负实数 v / M , 记为 W . 

显然,这样定义的向最的长度一般是正数,只有零向量的长度才是零，即 | x | 彡0, 
且 N = 0 ,当且仅当 ( x , x ) = 0, 当且仅当 x = 0. 长度还具有 E 3 中向最长度的熟知 
性质：对任意 V ， 

| A : x | = \ k \\ x \. (7.27) 

事实上, l / crc | = y /( kx , kx ) = y / k 2 ( x , x ) = \ k \\ x \. 如果 | a :| = 1，则称 a : 为单位向 M . 如 
果 z # 0,由 （7.27) 式，向量是单位向 M ， 称为 z 的单 位化. 

定理 7.8 ( Cauchy - Schwarz ) 对欧氏空间 V 中任意向量 a :, J /， 有 

|( x ， y )| < \ x \\ y \, (7.28) 

且等号成立当且仅当 x ， y 线性相关. 

证如果: r ， 2/线性相关，不仿设 y = kx , ken 、 那么 

|( x ， 2 /)| = |/ c ||( x , x )| = | A :|| x| 2 = \ x \\ y \. 

如果向量 z , ^ /线性无关，那么它们组成2维子空间 W = Span ( x , y ) 的一个基，内积 
在 W 上的限制关于基: r , y 的矩阵为 

" z ， 工） （ x , y ) 、 

\( x , y ) ( y ' y ) J ’ 
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因为内积是正定的，它的矩阵的行列式大于零，因此 |( x , y )|< | x || y |. 
由于 （7.28) 式，我们可以定义向暈之间的角度. 

定义 7.20 欧氏空间 V 中非零向量 x 与 y 的夹角 Z ( rr , y ) 定义为 




= arccos 


( 工， y) 

I 工 llyl’ 


0彡 Z ( x , y ) ^ 7 r. 


□ 


特别地，角度 Z ( x ， y ) 等于0或 7 T 当且仅当向量 rr ， y 线性相关.角度 Z ( x , y )^ 
于 f 当且仅当 x 与 y 正交. Cauchy-Schwarz 不等式是关于欧氏空间中任意有限向 
量组的一个更一般的不等式的特例. 

定义 7.21 设 ( ax ,..., a r ) 是欧氏空间 V 的一个向贵组.令 


/ (aijOi) (ai ， a2) … （ ai ， a r ) 

(^2 ， ai) (a2 ， ct2) ••• (a2,a r ) 

G = • • • 

• • • • 

# • # • 

\ (^rj ^ l ) fl - 2 ) ( fl r , (2 r ) 


称矩阵 G =(( ai , 巧 )） 为向量组⑷，…， a r ) 的 Gram 矩阵. 

设 V 是 n 维欧氏空间.按定义， K 的一个基的 Gram 矩阵就是内积关于这个 
基的矩阵，也称为这个基的度量矩阵.度量矩阵完全确定了内积.也就是说,对任意 
® = U ^ i^iy y ~ l/Wi e V ，有 


w w r — 

( x ,2/) = ^2^2( e il e j ) x i y j = X J GY ， 



其中 X , F 分别为 o :, y 的坐标列.度量矩阵是正定矩阵.特别地，它的行列式大于 
零.不同基的度量矩阵是合同的. 一 般地，有下面的结论. 

定理 7.9 对于 K 中任意向贵组 （ fll ，…, a r ) ，有 


detG(ai ， … ， a r ) 彡 0 ， 

且等号成立当且仅当々，•••，〜线性相关. 

证如果有 / Cl ， • • • ， A: r € R ， 使得 k i a i = 则有 

r 

ki(ai 、 aj) = 0, j = 1, … ， r. 

t=i 

因此，如果 a !,..., a r 线性相关，则 G ( ai r .., a r ) 的行向最组线性 相关. 于是 
detG ( ai , • • • , a r ) = 0. 如果 ai ， …， a r 线性无关，则内积限制在子空间 〈 ai ， …，〜〉.上 
是正定的，因此 detG ( ai ， …， a r ) > O . D 
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7.2.2 标准正交基 

根据对称双线性函数的一般理论,立即知道,欧氏空间中存在一个基，使得内积 
具有规范形式，而且这样的基并不唯一.下面我们来描述所有这样的基. 

欧氏空间中一组非零的 向量称 为一个正交向量组，如果它们两两 正交. 容易证 
明,正交向量组是线性无关的.因此， n 维欧氏空间中含 n 个向量的正交向董组就是 
它的一个基.两两正交的非零向最不超过 n 个.欧氏空间的一个基如果是一个正交 
向 M 组,就称为一个正交基. 

定义 7.22 n 维欧氏空间 V 的一个基 （ Cl ，…，〜）称为标准正交基，简称幺正 
基，如果基向暈是两两正交的单位向贵.即由单位 向贵组 成的正交基. 

显然，基 ( c !,.-, e n ) 是幺正基，当且仅当 ( e ^ ej ) = S ij9 1 < t , j < n ; 当且仅 
当 G ( e l ? ..., e n ) = /. 因此，一个基是幺正基的充要条件是它的度量矩阵是单位矩 
阵.度馈矩阵是正定矩阵，正定矩阵合同于单位 矩阵. 因此 n 维欧氏空间中一定存 
在一个基，它的度 M 矩阵是单位矩阵，即 n 维欧氏空间中存在么 正基. 下面的性质 
是显然的，可作为练习. 

命题 7.5 设 （ ei ，."， Q ) 是欧氏空间 V 的一个基.则下列条件 等价： 

1) (ei, • • • ? e n ) 是幺正基； 

2) 对任意 x = V = Zi € V ，有 ( x , y ) = x iV ^ 

3) 对任意 a := 匕邮“有 ( x , x ) = X ) x t 2 - 

i =\ 

给定欧氏空间 V 的幺正基久对 V 的任意基7•设7 = AC ， 则内积关于7的矩 
阵为 c J ic ^ c T c . 因此， 7 是幺正基，当且仅当 c T c = /. 

命题 7.6 设 C € M n ( R ). 下列条件等价： 

1) C T C = /; 

2) 阳阳=心，即 C 的列向 M 组是 R " 的幺 正基； 

3) C T = C ~* 1 ; 

4) CC T = /; 

5) Efc 仙 w ~ ，即 c 的行向 M 组是 R " 的幺正基. 

定义 7.23 满足以上等价条件的实矩阵 c 称为正交矩阵. 

命题 7.7 设是欧氏空间 K 的一个么正基， V 的一个基7是么正基当且仅 
当/?到7的过渡矩阵 C 是正交矩阵. 

例 7.10 2阶正交矩阵是下列矩阵之一： 

( cos a 一 sin a \ / cos a sin a \ 

sino ： cos a / ' \ sin a — cos a J 
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例 7.11 行列式为 1 的 3 x 3 正交矩阵 C 可以分解为三个正交矩阵 之积： 

cos ip -sin(f 0 \ /1 0 0 \ / cosip — sinTp 0 

sirup cosy? Olio cos0 — sin0 | sin^ cosxp 0 

0 0 1/ \0 sin^ cos6 / \ 0 0 1 

因此正交矩阵完全刻画了欧氏空间的么正基.即，固定 n 维欧氏空间1/的一 
个幺正基之后， n 阶正交矩阵和 K 的么正基 一一 对应. 

特别地,考虑欧氏空间 R n . 由以上条件 2), 5) 知，一个 n 阶实矩阵是正交矩阵 
当且仅当它的行（或列）向童组是行（或列）空间 R " 的一个么正基.又由 1) 可知, 
正交矩阵的行列式等于1或 -1. 正交矩阵的逆也是正交的，两个 n 阶正交矩阵的 
乘积也是正交矩阵.因而所有 nxn 正交矩阵构成 GL n ( R ) 的一个子群，称为 n 阶 
正交群，记为，即 

O n ^{Ae GL n ( R ) : A t A = I}, 

行列式为1的正交矩阵形成一个子群，称为特殊正交群，记为 so n , 即 

SOn = {A € GL n ( R ) : A t A = /, deU = 1}. 

因为 K 的内积在任意子空间 C / 上的限制也是正定的，所以欧氏空间的每个子 

空间也是欧氏空间.特别地， K 的内积在子空间上的限制是非退化的.因此，由命 
题7.3, K = [/ ㊉ £/ 丄. 每个向 M xeV 有唯一分解 

x = y z, y eU, 2 € J 7 丄. (7.29) 

向 M y 称为向量 x 在子空间 17 上的正交投影(或内射影)，记为 p rc / ( x ). 向量 z 称为 
向量 x 关于子空间的正交分 M ， 记为 ortWrr ). 

命 S7.8 设 C / 是欧氏空间 V 的子空间，[/的正交基.则 

, Vx6 K (7.30) 

特别地，如果 ( ei ,-.., e n ) 是欧氏空间 V 的一个么正基，那么 

x = ( x , e\)t\ + …+ ( x , e n ) e n , V x 6 K . 

证 令 2/ = 则 {y^i) = 《 S , 因此 x — y € C / 丄.由于 

V = U Q U 1 -, 因此 pr^ix) == y. 特别地 ， piy = idy . □ 

可以用 Gram - Schmidt 正交化方法由 K 的一个基 （ e ! ，…， e n ) 构造一个幺正基. 

假设 （ ai ，…•，〜 ^)已是子空间的一个正交基，可以应用公式 


piV ⑻ 


E 8 e i ) 

Je^~) ex 
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(7.30)，求出 prv ^ h )， 然后求出 a s : 

a 9 (广 ’ e “ s = l ，."， n . (7.31) 

t=i 

再将正交基 ( a !,..., a n ) 单位化即可 • 

例 7.12 给定 R 4 的一个基 （ ei , e 2 , e 3 , e 4 )， 求 R 4 的一个幺正基，其中 q = 

(1,1,0,0), e 2 = ( l ? 0, l ,0), e 3 = (- l ,0,0, l ), e 4 = (1，一 1，一1， 1). 

解先正交化 r 

ai =ei = (1,1,0,0), 

a2 = e 2 ^£ l ^ l ai = 

ai • ai 
e 3 • ai 

^3 = es - a\ — 

ai • ai 
e4 • ai 

a 4 = e 4 - fll 一 

ai • ai 

再单位化，得到一个么正基 （ ei ， <， 4) ，其中 

c，1 = (^^ >0 * 0 )* 4 = (忐，-女去。)， 

7.2.3 欧氏空间的同构 

我们知道，向量空间的结构只依赖于它的维数，任意 n 维实向最空间都和 R n 
同构.下面要证明,对于欧氏空间，也有同样的结论. 

设 V 是 n 维欧氏空间.根据定理7.5, V 中总存在么正基.取 K 的一个幺正基 
/3.那么，对任意 x = /3 X , y = pYeV , 有 ( x , y ) = 即 V 的内积对应 R n 的标 
准内积. 

定义 7.24 设 V 和£/都是欧氏空间.若 a : K 是线性同构映射，且 

( a ( x ), or ( y )) = ( x , y ) W x,yeV 

则称 a 是 V 到 f / 的同构映射.若存在 V 到的同构映射，称 V 与 f / 同构. 

定理 7.10 两个有限维欧氏空间同构，当且仅当它们的维数相等. 

证若欧氏空间 V 和 r 同构，则有同构映射 a : V -^ U . 按定义， a 也是线性 
同构映射.同构的线性空间有相同的维数.因此 K 和 [/ 维数相同.反之，设 V 和 




1 

r 


1 

2 1 


11 
2 ? 2 
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[/ 都是 n 维欧氏空间，各取一个幺正基（ 61 ， • • • ，^)和（八, .• • ， / n ). 则存在线性同 
构映射 cr :V 使得 a ( ei ) = fu i = l ,***, n . 于是 

( cr ( e ‘)， a ( ej )) = (/t jfj ) — ^ij = ( e i ， e j ). 

因此，对任意的 a ； = Y ， i x i e U y = Yli Vi e i e v ， 有 

( cr ( a :)， a { y )) = ^2^2 叫(咖)， a ( e i )) = Yl XiVi = 口 

a 蠢 ‘ 

i 3 i 

因为 dimR n = n ， 所以任意 n 维欧氏空间都与 R n 同构.同构的欧氏空间本质 
上相同.因此，任意 n 维欧氏空间 F 本质上和 R " 赋予标准内积是相同的.选取 V 
的一个么正基， F 上的问题就转化为 R n 上的问题. 

欧氏空间的内积在子空间上的限制使子空间也成为欧氏空间.前面我们抽象 
地定义了欧氏空间 V 中两个向量的夹角.其实也可以利用内积在子空间上的限制 
及同构来定义.具体地说，若两向量: r ， y 线性相关，则定义其夹角 为零; 否则， ( x iV ) 
是 F 的2维子空间 W = ( x , y > 的一个基.内积在子空间 W 上的限制使 W 成为 
欧氏空间，因而 W 有么正基 ( ei , e 2 ). 利用这个基，向量& y GV 对应坐标向量 
^ e R 2 . 因此,我们可以利用尤 y 的几何性质来解释％ 2 /的性质.因为 ( e u e 2 ) 
是幺正基，所以 

( x , y ) = X T Y y | x 卜 |叉 |， M = m 

因此，定义 Z ( x , y ) 为 Z ( X , y ), 作为 R 2 中类似公式的推论，我们得到 

( x , y ) = | x || y | cosZ ( x , i /), V x , y e V . 

通过将内积限制到 2 维子空间的办法，容易证明， R 2 和 R 3 中一些标准的事实对任 
意欧氏空间成立.例如， Cauchy - Schwarz 不等式，以及 


三角形不等式 ：|：T + 2/1 + |2/|， 

(7.32) 

余弦定理 ： |x - y| 2 = 

1 工 | 2 .+ ll/l 2 - 2 |x||?/|cosZ(x,2/), 

(7.33) 

勾股定理 ： |a: + y| 2 = 

工 I 2 + |y| 2 , （工丄 y )• 

(7.34) 


当然也可以不用坐标方法，直接证明这些结论. 

7.2.4 向量到子空间的距离 


定义 7.25 欧氏空间 F 中向量 a : 和 y 的距离定义为 d ( x , y ) ^\ x - y \. 
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这个距离满足度量空间公理：对 V 中任意向量: r ， y ， z , 

1) d ( x ， y ) > 0,且 d ( x , y ) = 0当且仅当 x = y ; 

2) d ( x ， y ) = d ( y , x ); 

3) d ( x , z ) ^ d ( x , y ) + d ( y , z ). 

一个度 M 空间 V 中两个子集了间的距离定义为 


d ( S ， T ) 


x ^Ur d{x ^ 


(7.35) 


定理 7.11 设是欧氏空间 V 的子空间 ， xe 则向量 rc 到子空间 f / 的距 
离等于 | ort l / (: c )|，{/ 中和 a ; 距离最近的 向量是 prc / Or ). 

证 设 y = prc /( x ) y 对于中任意一个不同于 y 的向 M A 有 


x-z = ( x - y )-( z - y ) , (x - 沒）丄 （ 2 ： — y )， 


由勾股定理， d ( a :， z ) = |x — z | 


x - y \ 2 +\ z - y \ 2 >\ x - y \ = d ( x y y ). 


□ 


定理 7.12 设 （ ei ，• • • ， e a ) 是欧氏空间 K 的子空间 1/ 的一个基.则有 

证 如果 x €Uj RIJ d ( x , U ) = 0,且 detG (( ei ,---, e «, x ) = 0. 定理成立.如果 
x 豸£/，令沒= ortu ( x ). 应用定理7. 4 于子空间17 ㊉ 〈: r 〉 得 


\ y \ 2 = (2/)2/) 


^»+i 


detG ( ei ， …， e d ， x ) 


detG ( ei ， …， e 8 ) 


以上公式可用来求欧氏空间 V 中一个平行体的体积.欧氏空间 K 中由向量 


〜， • • • ，&确定的平行体是指集合 


尸⑷， …， a n ) 




XiQi : 0 彡 ： Ti < 1， t = 1, ••- > . 


它的底是 （ n _ 1) 维平行体 P ( ai ， …，〜—)，而高为向量 ort ( oit ...,^.^( an ) 的长度. 
对于 n = 2, 3,这和第一章中标准的定义是一致的.有了平行四边形的面积和平行 
六面体的体积公式，我们有下列归纳定义 

定义 7.26 1 维平行体 P(a) 的体积就是向量 d 的长度.一个 n(> 1) 维平行体 

的体积是其底的体积和高的乘积，平行体 P 的体积记为 volP . 

定理 7. 13 (volP(ai ， …, a n )) 2 = detG(a x ， … ， a n ). 

证 对 n 归纳.当 n = 1时，由定义知结论成立.对 n > 1，设定理对于 （n - 1) 
维平行体成立，考虑 n 维平行体的情形.按定义， 


olP(ai,---,a n ) = volP(ai,---,a n _i) •/i, 
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其中/ I 是〜 到子空间 ( ai ,--. 的距离.由归纳假设和定理 7.12 得 

( volP ( ai , . • • , a n )) 2 = detG ( ai , a n _ i ) • 生 

detG ( ai , - - - ^ an - i ) 

= detG ( ai ，• • •， tt n ). □ 

特别地，虽然平行体的底与我们将哪个向量看成最后一个有关，但平行体的体 
积却仅与向 m 组有关. 

定理 7.14 设 ( ei ,..., e n ) 是欧氏空间 V 的一个幺正基，而〜，…，〜是 k 中 
n 个向最，且 ( ai ,..., a n ) =⑷，…， e n ) A 则 

volP ( ai , • • • , a n ) — | dety 4|. 

证由 G ( ai , • • • , a n ) =欠丁力得 detG ( ai , • - • , a n ) = ( deti 4) 2 . □ 

在第 1 章里我们看到，定向平行四边形的定向面积和定向平行六面体的定向体 
积分别是2, 3阶行列式.定理 7.14 中的等式可看作是行列式绝对值的几何意义. 
至于 detA 的符号，可以解释为向董组（^，…， a n ) 关于基 （ e :， …， en ) 的定向. 

例 7.13 (最小二乘法） 实际问题中，用观测数据列出的实线性方程组 

AX = B y A = ( aij)mxm B = (6 i , • • • ,6 m ) T (7.36) 

可能无解.此时，希望找向 M = ( Cl ,..., c n ) T , 使如下误差平方和达到最小： 

— . (7.37) 

这个 X 。称为 (7.36) 的最小二乘解.它是否存在呢？存在的话，如何求呢？ 

解 （7.37) 式可以看成欧氏空间 R m 中向最 AXo-B 的长度平方.因此，向 M 
X 0 是 AX = B 的最小二乘解、当且仅当对任意， 

\ AX 0 - B \ ^ \ AX - B \, V X G R n . 

因为 CoM = {AX : X 6 R n }， 所以上式等价于 

\ AXq - B\^\Y - B \ } V r € CoU . 

即是 B 在子空间 CoU 上的正交投影.由定理 7.11 知，最小二乘解存在•而 
且，求 （7.36) 的最小二乘解.等价于求下列线性方程组的解： 

A t AX = A t B . (7.38) 

事实上 ， （B — AXo ) e CoM 丄分 A 丁 ( B - AX 0 ) = 0 分 ( A r A ) X 0 = A r B . 

注也可由 rank ( A T A , A T B ) = rank (」 T 4)， 得知方程组 (7.38) 有解. 
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7.3 欧氏空间上的线性变换 

在 n 维欧氏空间 K 中取定一个么正基，就可以将 K 等同于我们希望适 
当地选取 V 的么正基来研究 K 上的线性变换.么正基之间的基变换矩阵是正交矩 
阵，线性变换关于不同的£正基的矩阵正交相似.因此我们要研究实矩阵的正交相 
似标准形问题.一类重要的线性变换是对称变换（如正交投影)，它们关于么正基的 
矩阵是对称矩阵.我们将证明，对称变换关于某个么正基的矩阵是对角矩阵，换句 
话说，实对称矩阵正交相似于对角矩阵.欧氏空间上最基本的线性变换是正交变换 
(如正交反射).正交变换关于么正基的矩阵是正交矩阵.因此我们要研究正交矩阵 
的止交相似标准形问题. 

7.3.1 线性变换的伴随 

设 V 是一个欧氏空间， ( e 1? ..*,6 n ) M V 的一个幺 正基. 对于 V 中每个向量 
xe V ,对应地有一个线性函数 

( x ,.)： (xr)(y) = (x,y), (7.39) 

而且线性函数 (x r ) 关于基 (ei,---,e n ) 的系数 (x r )(ei) = (e i? x) 就等于向董: r 关 
于基 （ Cl ，…， 〜）的 坐标. 因此,映射 

(.，.）•• V W ， x^(x r ) 

是一个同构，称为将欧氏空间 F 和它的对偶空间 V - 等同的典型同构. 

类似地，对于欧氏空间 V 的每个线性变换(7,对应地有一个双线性函数 

(.， a (.)) : V xV (-,( T (-))( x y y ) = ( x ， a ( y ))， （7.40) 

而且，双线性函数 （•， a (.)) 关干基 ( e 1? ..«, e n ) 的矩阵等于线性变换 a 在此基下的矩 
阵.事实上， (•,(7(.))(c < ,e i ) = (〜 a ⑷ )） 就是向量 a(ej) 的第 i 个坐标，即 a 的矩阵 
的 ( i ， j ) 元.因此，映射 

a — (•，(•)） （7.41) 

是欧氏空间 V 上线性变换空间到 V 上双线性函数空间的一个同构.这个同构并不 
依赖于么正基的选取.但应注意，在非么正基下，双线性函数(-^(-))的矩阵和变换 
o 的矩阵可能不同. 

对于任一双线性函数/，我们可以定义它的转置函数 


f' ( 工， y) = /(y ， 工 )，V x, yev. 
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在任意基下， / T 的矩阵是/的矩阵的转置.在同构 （7.41) 下，设对应于双线性函数 
f 的线性变换为 a , 那么，对应于双线性函数 / T 的线性变换 〆 称为 a 的伴随变 
换，即 

定义 7.27 欧氏空间 V 上的线性变换 a 的伴随变换 V 由下式定义. 

(a*(x),y) = (x,cr(y)) } V x, y eV. ( 7 . 42 ) 

在幺正基下， 〆 的矩阵是 / T 的矩阵， tr 的矩阵是/的 矩阵. 因此,在幺正基下， 
〆 的矩阵是 a 的矩阵的转置. 

由矩阵的转置性质立即得到伴随变换的下列简单性质： 

1) id 〔 = id v ； 2) (a*Y = a ; 

3) (ai + <72广 =( tJ + ； 4) ( kar )* = ka* y fc € R ; 

5) (arY = tV ; 6) 若 a 可逆 ，则 〆 可逆且(^)' 1 = ( a - 1 )' 

例 7.14 设: R 2 -> R 2 是由下式给出的两个线性变换，求 〆 ， t ' 

a(x) = (xi -h 2a ： 2, 2 xi + 工 2 )， r(x) = (x\ -f 3 a ： 2 , 2 a；i + X2) - 

解 对任意 $ = ( XU 2) e R 2 , 设 a ^( x ) - ( y 】，2/ 2 ) •取 R 2 的标准基 （ ei , e 2 )， 
则 yi = ei • < 7 *( or ), 2/2 = e 2 . < r *( x ). 于是，由 （7.42) 得 

t/i = ei -or*(x) = <r(ei) - x = (1,2) - (xi ， x 2 ) = x\+ 2x 2 , 

2/2 = - cr*(x) = a(e2) • rr = ( 2 , 1 ). (xi,X2) = 2 x\ -f x 2 . 

因此 a* (x) = (xi -I-2 x2,2xi +a ： 2). 类似地，有 

e! • T*(x) = Xi + 2X2, e 2 - T*(x) = 3Xl -h X 2 , T*{x) = (xi 4- 2a ： 2, 3xi + X2) • 

7.3.2 (斜）对称变换 

满足条件 〆 = a 的线性变换（如例 7.14 中的 a ) 具有特别的重要性，下面我们 
将考虑这类线性变换. 

定义 7.28 设 a 是欧氏空间 K 上的线性变换.如果 〆 = a ， 则称 a 为对称变 
换;如果 〆 = - a ， 则称 a 为斜对称变换. 

对称变换也称为自伴算子.如果 a 在一个么正基下的矩阵为 A 则 〆 的矩阵 
为 4 T . 因此, a 是（斜）对称变换当且仅当力是（斜）对称矩阵. 

例 7.15 设 V 是一个欧氏空间，是 V 的一个子空间，且[/參 V . 则 V = 
£/ ㊉ t / i . 任意 xeV 能唯一地表示成 a ; = y 十 z ， 其中2/ e f/， 2 € t / i . 我们得到在 
子空间上的正交投影 


\>ru :V V, x h y. 
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不难看出，正交投影是线性变换.如果取 f / 的一个么正基 ( 61 ,..., e s ), 并且将其 
扩充为 V 的幺正基（&，•••，、)，则 Pk 关于基 〜） 的矩阵为对角矩阵 
diag ( l ,*.*， l ，0•••,())• 因此 pi ^ 是对称变换. 

命题 7.9 设 a 是欧氏空间 V 上的线性变换•则^是对称变换当且仅当 

( x ， a ( y )) = ( a ( x )， y)， V x , y eV ; 

而 ( J 是斜对称变换当且仅当 ( x , a ( y )) = - {( r { x ), y ), Vx , y € K 

证若 〆 = a , 则对任意 x，y e V ，有 ( x ， a ( y )) = (< j »， y ) =(戊⑷， y ) •反 
之，若对任意 x ，y G V ， 都有 ( a m ( x ) } y ) = ( x , a ( y )) = (< r ( x ), y ). 则对任意 x e K ， 有 
( cr * - (t){x) = 0. 由此得 cr * - a = 0, 即 a * = cr . 斜对称变换的情形类似可证 • 口 

命睡 7.10 设 a 是欧氏空间 F 上的（斜）对称 变换. 如果 f / 是^的不变子空 
间，那么[/ I 也是 a 的不变子空间. 

证对任意 x € C / 夂要证 a ( x ) € U L . 对任意 ye % 因为1/是 a 子空间, 
所以 42/) e U •又 a 是对称变换， 且 ： c € f /丄， 得0 = { x , a ( y )) = ( cr ( x ), y ). 因此 
a ( x ) € U 1 . 斜对称情形类似可证. 口 

定理 7.15 设 a 是欧氏空间 K 上的对称变换.则存在 F 的一个由 a 的特征 
向量组成的么正基，即^在此基下的矩阵为对角矩阵. 

证由定理6.5, a 有1维或2维子空间 W •若 dimW = 1，则 W 中非零向董都 
是 a 的特征向 M ; 若 dimW = 2,则 a | vv 在 W 的一个么正基下的矩阵为对称矩阵， 
于是 a 有特征向量.因此 a 至少有一个特征向 M . 下面对 dimK = n 归纳证明定理 • 
n = l 的情形是显然的.设 n > 1,且假设定理对 （n - 1) 的情形成立•取 a 的一个单 
位特征向 M ，令1/ = ( ei ), 由命题 7.10 ， t ； 丄是 a 子空间，且 dimt /丄 = (n - 1) •由 
归纳假设,丄有一个由对称变换的特征向跫组成的幺正基，设为02, •••，〜)• 
于是 V 有一个由 a 的特征向 M 组成的么正基 ( ei , e 2 ,-*-, en ). 由归纳法，定理得 

证. 口 


定理 7.15 的矩阵形式表述如下. 

推论 7.3 设 A 是实对称矩阵，则存在实正交矩阵 C ， 使得 

C~ l AC = C r AC = diag ( A !,. .-, A n ), 

其中 A ! ，…，为 A 的全部特征值. 

推论 7.4 欧氏空间 V 上对称变换的特征多项式的根都是实数；每个特征子空 
间的维数等于对应特征值的重数，即每个特征值的几何重数等于代数 重数； 对应不 
同特征值的特征子空间是正交的. 
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例 7 .16求正交矩阵 C , 使 (7^(7 = C - MC 为对角形，其中 

( 1 -2 -4 \ 

-2 4 — 2 • 

- 4-2 1 / 

解 A 的特征多项式为 W -Al = ( t - 5) 2 (f + 4 )， 于是 >1 的特征值为心= 5 
(2 重)， A 2 = -4 •对^ = 5, 求出特征方程 (A!/ 一 = 0 的基础解系 ：〜 = 
(1，- 2,0) T ， a 2 = (1，0，- 1) T . 将基础解系正交化得 

, , a 2 -ax /4 2 、 T 

bl=Ql ’ b2 = a2 -^ ai = K5 i 5^ 1 ) J 

再单位化得 


_ / V 5 2\/5 \T /4>/5 2 y /5 v / 5 \ T 

Cl = (I ， 一 -T, 0 ) , C2 = li ， IT，_ j) • 

对 A 2 = — 4,求出 （ A 2 J - A)X = 0 的基础解系，单位化得 c3 =( 著 ，I ) T . 令 
c = ( CW3 )， 则 C 是正交阵，且 

C T AC = C- X AC = diag (5,5, 一4). 


由对称变换和对称双线性函数（等价地，二次函数）的对应,可以用二次函数的 
语言将定理 7.15 重述如下. 

推论 7.5 设 q 是欧氏空间 V 上的一个二次函数.则存在 K 的一个么正基 
( e l > • • • ，〜)，使得9的矩阵是对角的，即对于 X = X * e i ^ 

qM =入 1 工? + …+ A n x ^, (7.43) 

其中 V ，…，的全部特征值 • 

注意，推论 7.5 中的么正基是相对于内积来说的，而不是相对于 g 对应的对称 
双线性函数/来说的.但是，因为/在此基下的矩阵是对角的，所以这个基关于/ 
也是正 交的. 但它不是规范正交的，即 g 在此基下的表达式不一定是规范形.又因 
为数 A l5 ... ? A n 是对应的对称变换的特征值，因此它们是唯一的（不计次序).定理 
7.15 称为谱定理. (7.43) 式称为实二次函数的正交标准形.确定一个么正基，使得 g 
有标准形 (7.43), 也称为将二次函数化到主轴. 

用二次型的话来说,我们将实二次型 g ( x ir -, x n ) 写成矩阵 形式： 

g ( X ) = X t AX , 久= ( a ，…， x n ) T € R n . (7.44) 

因为 4 是 n 阶实对称矩阵，所以存在实正交矩阵 C ， 使得 

C~ l AC = C J AC = diag ( A , ， A 2 , • • • ， A n ). 


(7.45) 
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作变量替换 X = CF ， 称为正交线性替换.则 

X J AX = (CY) t A(CY) = Y t {C t AC)Y 1 

即原二次型 q ( xu -^ x n ) 变成了一个以 y 为变 M 的二次型： 

^ i 2 /i ^22/1 + …+ ^ nVn ' (7.46) 

推论 7.6 每个实二次型都可以经过正交线性替换化为平方和. 

例 7.17 设二次曲面在直角坐标系 ( 0 ; eue 2 , e 3 ) 下的方程为 

:r 2 + 4y 2 -b z 2 — 4xy — 8xz — Ayz —1 = 0. (7.47) 

用直角坐标变换消去方程中的交叉项. 

解设坐标变换公 式为义 =将 （7.47) 的二次项部分写成矩阵形式： 



在新坐标系中， （7.47) 的二次项部分变成 

X ,t (C t AC)X , = bx a + ^y 12 - 4z ,2 . 

因此，在新坐标系中, (7.47) 的方程为 

5x。 + 5j/’ 2 — 4a/ 2 = 1. 

定理 7.16 设 a 是欧氏空间 V 上的斜对称线性变换.则存在 V 的一个幺正 
基，使得 ( T 的矩阵为准对角阵 A = diag ( H ( ai )，•••， H{a 3 ), 0 ,…,0)，其中 

H(a) = 

证 2维欧氏空间上一个斜对称线性变换在一个£正基下的矩阵形如 H(a). 
根据命题 7.10 和定理 6.5 ，应用归纳法即可完成证明. 口 

7.3.3 正交变换 

定义 7.29 欧氏空间 V 上的线性变换 a 称为正交变换，如果，= a " 1 . 

按定义，正交变换就是在么正基下的矩阵为正交矩阵的线性变换. 

命题 7.11 欧氏空间 V 上的线性变换 a 是正交变换当且仅当 

(< r ( a :)， a ( 2 /)) = ( x , i /), V x , yGV . (7.48) 
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证 由 （7.42) 式，对任意 x，y € F , 有 {( r { x ), a { y )) = ( aV ( x ), y ). 因此，若 
( 7 丰= a ' 则 (7.48) 成立.反之，若 (7.48) 成立，则对任意 x e V ，有 ( jV ( x ) = id v (x), 
因此 = idv ，即 a 可逆，且 = cr -1 . 口 

下列等式表明， 一 个线性变换是正交变换当且仅当它保持向 M 长度. 

(工， y ) = - \ A 2 - \ y \ 2 )- 

命题 7.12 欧氏空间 f 上的正交变换 a 的不变子空间 y 的正交补也是 
a 的不变子空间. 

证对任意 : F € [/' 要证 a ( x ) e U ± , 即对任意 yeu ， 有 ( 2 /, a ( x )) = 0. 显然 
a | c ； 也是正交变换，因此可逆，于是存在 z G [/，使得?/ = ah ) •故 ( y ： cr ( x )) = 
{ cr ( z ), a ( x )) = ( z ， x ) = 0,即 a ( x ) G f / x . 口 

例 7.18 设 V 是 n 维欧氏空间，[/是 V 的一个子空间，且 f / / K 则 V = 
t / © C / i . 因此任意 X ev 都能唯一地表示成 x = y + z , y eUy z e U- 1 . 于是，我们 
得到关于子空间的正交反射 

5(7 : V — V ，X ^ y — Z. 

易知，正交反射是正交变换.特别地，设是 V 的一个超平面, f /丄 = < e 〉， 其中 e 为 
单位向撖，则对任意 X 6 V ， 

# 

su ( x ) — x — 2( x , e ) e . 

我们称印为关于£/的镜面反射.当 n = 2时， St ； 就是关于直线 C / 的反射 • 

例 7.19 平面等距变换诱导的线性变换是 E 2 的正交变换.取 E 2 的右手幺正 
基 （ el , 6)，则 E 2 上正交变换的矩阵是2阶正交矩阵.由例 7.10 知，它是一个旋转 
或关于直线^的反射是与石夹角为 f 的直线. 

定理 7.17 设 a 是欧氏空间 V 上的正交变换.则存在 V 的一个幺正基，使得 
cr 的矩 阵为力 = diag (/?( ai )， • • • ，1, •. • ， 1 一 1， • • • ， 一 1)，其中 

… (cos a 一 sin a 入 

丑⑷= (• ) • 

V sin a cos a / 

证由于命题 7.12 和定理6.5,只要考虑1维和2维的情形•在1维空间上 ，一 
个正交变换就是土 1对应的数乘变换.在一个2维空间上，每个正交变换要么是一 
个转角为 a 的旋转,要么是一个关于某一直线的反射， a 关于某一么正基的矩阵要 
么为 fl ( a ), 要么为 diag ( l ， - 1). □ 

欧氏空间 K 上正交变换全体组成的集合记为 O ( V ). 则 0( V ) 是一般线性群 
GL ( V ) 的子群，称为 F 的正交群. 
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事实上，显然 idv e 0( V ); 若 CT U d 2 e 0( V ), 则对任意 X， y G V , 

(<TK72(x) i a 1 a 2 (y)) = (cr 2 (x), (7 2 (y)) = (x y y) f 
故 (7 K72G 0( V ); 若 ae 0( n 则 f 可逆，且 a — 1 e o ( n 事实上， 

y ) = ( crcr - l { x ) 1 aa ~ 1 ( y )) = ( a ~ 1 ( x ),( T ~ l { y))y x , y £ V . 

正交变换的行列式等于 1 或 -1. 行列式为1的正交变换称为旋转或第一类正 
交变换， V 的所有第一类正交变换构成的集合记为 SO ( F ), 易知 SO ( V ) 也是 GL ( V ) 
的子群，称为 V 的特殊正交群.行列式为 -1 的正交变换称为第二类正交变换 • 

例 7.20 2阶正交群0 2 = 0( E 2 ) 由旋转和反射组成.两个旋转的乘积是一个 
旋转： r Q rp = r { a +0) . 所有旋转组成子群 S 0 2 = SO ( E 2 ). —个旋转和一个反射的乘 
积是一个 反射： 

r a S(3 = ， S^r a = 5( 冷 —a). 

两个反射的乘积保定向，因而是一个旋转： 


SocS(3 = 7*2(a-/3) 

上式表明，给定 和〜， 可以确定％,即任意一个旋转是两个反射的乘积，且 
可以任意给定其中一个反射.因此，反射生成群 o 2 . 

例 7.21 设 a € 0( E 3 )， 则 a 是绕某条直线的旋转或镜像旋转. 

事实上，由定理 7.17 知，在一个三维欧氏空间上，任意正交变换在某个么正基 
下的矩阵是下列情形之一 

( cos a — sin a 0\ / cos a 一 sin a 0 \ 

sin a cos a 0 I , I sin or cos a 0 | • 

0 0 1 / \ 0 0 一 lj 

前一情形是绕某一轴的旋转，转角为 a . 后一情形是一个旋转和一个对于与旋转轴 
正交的平面的反射的乘积， 一 个镜像旋转.显然，镜像旋转改变空间的定向.因此， 
一个刚体连续运动，不管多么复杂,如果有一个不动点，最后结果和一个以某个角度 
和轴旋转的结果是一样的.这就是欧拉定理. 

定义 7.30 —个对称变换称为正定变换，如果对应的二次函数是正定的，等价 

地，如果所有特征值是正的. 

命题 7.13 如果 a 是正定变换.则存在唯一的正定变换 T ， 使 a = T 2 . 

证设 Ai ，…， A s 是对称变换 a 的不同的特征值，％，•••，％是对应的特征子 
空间.由假设 ，乂 是正数.令叫== n /冗. 令^表示限制在每个 K 上的作用等于 
fiiid Vt 的线性变换,那么 t 满足命题要求. 
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反之，设 r 是满足要求的变换，设以，…，仏是 t 的特征值，％，•••，％是对 
应的特征子空间.贝变换 T 2 = C 7 作用在 W 上就是用 / i t 2 乘因此，适当排序以后， 
W = Ai 且 w = V ；，这表明 T 是唯一确定的. □ 

定理 7.18 ( 极分解） 欧氏空间上每个非奇异线性变换可以唯一地分解成一个 
正定变换和一个正交变换的乘积. 

证设 V 是欧氏空间， a 是 F 上的非奇异线性变换.假设 a = pr ， 其中 p 是 
正定变换， t 是正交变换，则 a〆 是正定变换，且 

aa* = prr*p* = prr*p = p 2 . 

由命题 7.13 ， 这唯一确定了变换 p, 因此，唯一确定了 t. 反之，等式 

(x,cj(j M (y)) = (a^{x),a*{y)) 


和线性变换 〆 的非奇异性表明是正定变换.由命题 7.13 ,存在正定变换 p ， 使 
得 ao * = p 2 . 令 r = ■，则 a = pr 且 era * = prr*p = p 2 . 消去 p 得 rr * = id . 因 

此 T 是正交变换. □ 

7.3.4 正规变换 

前面讨论的三类算子可以放在一个更一般的概念下来讨论. 

定义 7.31 设 F 为 n 维欧氏空间， a e EndV. 如果 aV = aa% 则称 a 是正规 

变换 • 

定义 7.32 称 n 阶实矩阵 >1 为正规矩阵，如果 A T >4 = >L4 T . 

显然，正交矩阵，对称矩阵，斜对称矩阵都是正规矩阵.如果4是正规矩阵 ， Q 
是正交矩阵，则 Q t AQ 也是正规矩阵.因此有如下结论. 

命 07.14 ^为止规变换当且仅当^关于任意（或某个）么正基的矩阵足正规 
矩阵 • 

命題 7.15 设 a 是欧氏空间 V 的正规变换， U & ct 的不变子空间，则的正 
交补 f / i 也是 a 的不变子空间•， t /， C / i 也是 〆 的不变子空间. 

证取£/的幺正基将其扩充为 V 的幺正基 （ q ，. •.，〜).则 a 关 
于这个基的矩阵为 

/义1 乂3、 

Vo a 2 )^ 

其中 A € K kxk . 由=儿 4 T 得 


( AJA , 




4- 乂3^4：] 
从丁 


^3^2 \ 

A 2 Aj ) 





7.4 Hermite 型与酉空间 


• 273 - 


因此 A,AJ + A 3 A 3 t 于是 tr(A 3 Aj) = EM 3( i ， J )) 2 = 0. 由此得 4 = 0 .所 

以 a ， V 的矩阵分别为 ’ 



命题得证. 口 

推论 7.7 若1/是正规变换 a 的不变子空间，则 a | (/是 [/ 的正规变换，且 
Mc /广 = ^*\u- 

例 7.22 设4为2阶正规矩阵，且无实特征值，则 

/ cos^ — sin ^ \ 

A = r I t ) , r > 0. (7.49) 

\ sinO cos 0 J 

定理 7.19 设 a 是 n 维欧氏空间 V 的正规变换，则存在 K 的幺正基，使得 a 
的矩阵为4 = diag ( A ! ，…，\，七，…，八)，其中4形如 (7.49). 

证 当 n = 1时，定理显然 成立. 当 n = 2 B 寸，若 a 有实特阵值对应有特征 
向 M Cl ，则 < 也是1维的，于是存在幺正基 ( Cl , e 2 )， 使 a 的矩阵为 A = dmg(X u X 2 ), 
若 a 无实特征值，由例 7.22, a 在任一幺正基下的矩阵形如 （7.49). 所以，当 n = 2 
时,定理成立.设 n > 2,此时 a 有1或2维不变子空间 C 7. 由命题 7.15, 也是不 
变子空间.由推论 7.7, ak 丄是 C 7 丄的正规变换，但 dim [/丄< n . 因此，由数学归纳 
法,定理得证. 口 


7.4 Hermite 型与酉空间 

本节我们将向量长度的概念推广到复线性空间中.复数虽然不能比较大小，但 
我们将 C 与 R 2 等同后，可利用 R 2 中向量的长度来定义 C 中向 M 的长度（模).类 
似地，我们可以将 C " 等同于 R 2 " 来定义 C n 中向量的长度.设 

之 = {z u -- y z n ) T € C n , 

其中〜= a r + M (r = 1, …， n , a r , € R ), 则2 ；的长度是 

司 =- h -f- 62 = yJZ\Z\ -f • • • 4- z n z n , 

因此我们定义 CT 上的内积为 

(x, y) = x T y = xiyi + . • • + x n y ni 


称为标准 Hermite 内积.它具有下列基本性质: 
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• 关7 1 第二变量是线性的：（工， 2 / + 2 ) = ( x , y ) + ( a :， z )，(: r ， fcy ) = / c (: r ， y ); 

• 关于第一变量是共辄线性啤 _ (x -\~ y , z ) = ( x , z ) + { y , z ), ( kx , y ) = fc ( x , y ); 

• Hermite 对称性：（: r ， y ) = ( t /, x ); 

•正定性： 2/0时，（2,2)〉0. 

7.4.1 Hermite§U 

总设 V 是复线性空间. 

定义 7.33 称二元函数 f ： VxV ^ C 是半线性的，如果/关于第二变暈是 
线性的,关于第一变童是共轭线性的，即 v Z ， 2 /， 2 ev . kec y 

1) f { x , ky ) = kf { x , y ), f ( x，y z ) = f ( x y y ) f ( x , z ); 

2) f ( kx , y ) = kf ( x , y) y f(x - \- y , z ) = f { x , z)-h f ( y , z ). 

注有些书将半线性函数定义为关于第一变量是线性的，关于第二变量是共轭 
线性的. 

定义 7.34 设 （ 61 ，…， e n ) 是 V 的一个基.称 n 阶矩阵 4 = (/( 〜勺 )） 为半线 
性函数/关于基 （ Q ， …， e n ) 的 矩阵. 

取定 K 的一个基/? = ( Q ，• • • ， e n ), 那么 K 上半线性函数/完全由它的 矩阵所 
确定. 事实上，对任意 rr，y € V ,设 x = y =外，则 

f ( x , y ) = E 你， e j)^iVj — X T AY . (7.50) 

• • 

A 

但是，这与基的选取有关.基变换时，半线性函数/的矩阵4怎样变化？令#是 V 
的另一个基，且 /?' = 0(7. 设 x = = (3 ， X，，y = 0Y = (3Y\ 那么由坐标变换公式, 

我们有 X = CX\ Y = CY\ 干是 

/( X , Y ) = X J AY ^ ( CX 7 ) T A ( CY / ) = X , T ( C t AC ) Y \ 

因此/关于基 〆 的矩阵为，= C t AC . 

定义 7.35 复矩阵欠的共轭转置称为 A 的伴随，记为 

容易证明，下列性质成立： 

1) r = /; 2) = A ; 

3) {A + BY = 肀 + 4) ( kA )* = kA *\ 

5) {ABY = BM "; 6) { A * y l = ( A - 1 ) •，若 4 可逆. 

推论 7.8 设 4 是半线性函数/关于某个基的矩阵.那么，，是/关于另一基 
的矩阵当且仅当存在可逆矩阵 C e GL n ( C ) 使得 W == CMC . 

定义 7.36 设/是 V 上一个半线性函数.集合 


{y € K : f ( x , y ) = 0, ^ x ^ V ) 

称为/的核，记为 Ker /. 如果 Ker / = 0,那么称/非退化. 
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易知，/非退化等价于/的矩阵乂非奇异. 

定义 7.37 设/是 V 上一个半线性函数.如果/满足 Hennite 对称性: 

/( 工， y) = /(?/, 工)， v 工， y e V, 

那么就称/是一个 Hermite 函数或 Hermite 型.如果/满足 

f(y^) = -f(x,y), Vx, yGV, 


那么就称 / 为一个斜 Hermite 函数或斜 Hermite 型. 

显然，用 t 乘一个 Hermite 函数，就得到一个斜 Hermite 函数 • 反之亦然•在 V 
的任意一个基下， 一 个半线性函数/是（斜） Hermite 函数当且仅当它的矩阵4满 
足 条件： = A ( A ^ = - A ). 

定义 7.38 —个复矩阵 A 称为 Hermite 矩阵或自伴矩阵，如果# = A . —个复 
矩阵>1称为斜 Hermite 矩阵，如果肀 = -A 
例如，如 " F 矩阵是一个 Hermite 矩阵： 

(-•：) - 

于是， （ 斜） Hermite 型在任意基下的矩阵是（斜） Hermite 矩阵. 显然， 一 个实矩 
阵是 Hermite 矩阵，当且仅当它是一个实对称矩阵.一个 Hermite 矩阵的对角元一 
定是实数.斜 Hermite 矩阵的对角元一定是纯虚数. 

对于每个 Hermite 型，对应有 一 个 Hermite 二次函数（型） 

咖）= /( x ， x ). 


易知，9的值是实数.可以从 Hermite 二次型 q 由 (7.51) 式得到 Hermite 型广 


g(x - I - y ) = q ( x ) - f - q ( y ) -f f { x , y )~ /( y ， x )， （？ 

q(x -f ty ) = q { x ) + q(y) + - 曲， x). 

特别地，如果 g 三0,那么/ e 0. 

类似于对称双线性型，对于 Hermite M /,如果 /( x , t /) = 0,那么称: r 与 y 正 
交. Hermite 对称性保证了正交性是一个对称关系.前面关于对称双线性型的讨论 
可以照搬过来.如 Sylvester 定律.特别地，称 Hermite M /或对应的 Hermite 二次 
型7为正定 Hermite 型,如果 f { x , x ) > 0, V x ^ 0. 

命题 7.16 设 W 是复线性空间 V 的一个子空间.如果 Hermite 型/在 W 上 
的限制非退化，那么 K W 
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7.4.2 酉空间 

定义 7.39 给定了一个正定 Hermite 型/的复向量空间 V 称为一个酉空间， 
或 Hermite 空间.称/为 V 的内积. 

酉空间 F 中两向讀: c ， y 的内积 / Or ， 2 /) 简记为 ( Xj y ). 

例 7.23 复线性空间 C n 赋予标准内积成为一个酉空间.今后说到酉空间 C n , 
若无特别说明，内积总是指标准内积. 

例 7.24 对于区间[0，1]上连续复值函数组成的复线性空间定义 


( g ( x ), h { x ))= / g ( x ) h ( x ) dx , V g { x) y h ( x ) € V . 

Jo 

容易验证，这是 V 上的一个内积，此时 K 成为一个酉空间. 

例 7.25 对于所有 n 乂 n 复矩阵组成的复线性空间 C nxn , 定义 


(A,B) = tr(A*B) y W A, Be C nxn . 

容易验证，这是 K 上的一个内积.此时 K 成为一个酉空间. 

和欧氏空间类似，在酉空间中,也可以利用内积定义正交性，长度和角度等度 M 

概念 • 

定义 7.40 酉空间 V 中向量 a : 的长度定义为 M 当 :r 的长度等于 

1 时，称: r 为单位向景. 

Cauchy - Schwarz 不等式以及三角形不等式 成立： 


1 (^,2/)1 < Nly |, N + y | Ol + M . 


定义 7.41 在酉空间 K 中，两非零向 与? v 的夹角规定为 


,( x ， y ) = 


arccos 


1(凡2/) 

W * 


于是, 0彡 Z ( x , y )^ f . Z ( rr , i /) = f , 当且仅当 ( x , y ) = 0. 

定义 7.42 在酉空间 K 中，若（: r ， y ) = 0,则称 x 与 y 正交，记作 xly . 

两两正交的非零向量组称为正交向量组,易知，正交向量组一定线性无关. 

定义 7 . 43 酉空间 V 的一个基 （ Cl ，…， e n ) 称为幺正基，如果内积关于此基有 
规范形式，即（心勺）=心. 

利用幺正基容易计算 向量的 内积.若向 Mx ， ？/在幺正基 （ ei ，...， e n ) 下的坐标 
分别为 X ，乙则 


( x ， y ) 


一 - w m 

^2vj e j = ^2 ±iyi = 
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定义 7.44 n 阶复矩阵尸称为酉矩阵，如果 = J . 
易知，酉矩阵的行列式的模为 1. 

例如,如下矩阵是一个酉矩阵： 


命 m 7.17 设0 = ( ei ，...， e n ) 是酉空间 K 的幺正基，尸 e Af n ( C ), 而且7 = 
(/l,--,/n)=/3P, 则7是 V 的一个幺正基当且仅当 P 是酉矩阵 • 

证[^量 A 在基0下的坐标就是矩阵 P 的第 A : 列，因为/?是么正基，所以 
t PliPkj • 因此， （/“ A ) =心等价于 P^P = /• □- 

A:=l 

设 f / 是 n 维酉空间 V 的一个子空间，定义 

丄 = {x e V : ( x , y ) = 0, V y G f /}, 

称 Ui 为 U 的正交补.显然 f / i 也是 V 的子空间. 

和在欧氏空间中一样，对酉空间 V 的任意一个子空间 K 有下列分解 

V = [/ ㊉V 丄 . 



如果 ( ei ,.-, ea ) JiC / 的幺正基，则向量 : r e K 在 t / 上的投影为 


prc /( x ) = 


( e “ x ) 


E 




酉空间 K 中任一两两正交的单位向董组都可以扩充为 V 的么正基.和定理7.11， 
7.12 类似的结论对酉空间也成立. 

定义 7.45 设％和 V 2 都是酉空间 ， a : V 1 -^ V 2 是线性同构映射.如果 a 保 
持内积，则称 a 是由酉空间到 V 2 的同构映射.如果存在一个由 M 到％的同构 
映射,就称 M 与 V 2 同构. 

易证,两个有限维酉空间同构的充要条件是它们的维数相同. 

7.4.3 酉空间上的线性变换 

下面我们来考虑酉空间上的线性变换. 

定义 7.46 设 a : K — V 是一个线性变换.由下式定义的线性变换 〆 称为 a 
的伴随变换： ( cr *( x ), y ) = ( x ，< j ( y))， V X ， y eV . 

命题 7.18 设 （ ei ， …， e n ) 是 V 的一个幺正基.线性变换 a 在此基下的矩阵为 
或在此基下的矩阵为 S , 则 B = > T . 

*uE 由于 (6 i ,< r (6 j )) = o > ij , {( T *{ ei) y Gj ) = ( ej , <7*( ej )) = 因此由等式 （ e “ 

J ( e j ))=( 汀 *( e i )， e j ) 得召 = □ 
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定义 7.47 设 V 是酉空间 ， a € EndV . 若 a * = a , 则称 a 为 Hermite 变换; 若 
o * = - o , 则称 a 为斜 Hermite 变换;若 cr * = a -1 , 则称 a 为酉变换. 

因此，在幺正基下，（斜） Hermite 变换的矩阵为（斜） Hermite 矩阵，酉变换的矩 
阵为酉矩阵.从一个么正基变为另一个么正基时，过渡矩阵 P 是酉矩阵，因此线性 
变换 a 的矩阵 A 变为 A = P^AP = PMP. 可以证明，以上三类变换都可对角化, 
即存在由特征 向量组 成的么正基. 

定理 7.20 设 a 是酉空间 V 的一个 Hermite 变换，则存在一个由 a 的特征向 
量组成的 V 的幺正基. 

证取 a 的一个单位特征向量 q 将 e 扩充为 K 的么正基，则^的矩阵为 



因为 a 是 Hermite 变换，所以 A 是 Hermite 矩阵，因此 * = 0,且 7 V 是一个 （n - 1) 
阶 Hermite 矩阵，由数学归纳法，命题得证. □ 

上述定理称为谱定理,其矩阵形式为：设4是 Hermite 矩阵，则存在酉矩阵 P ， 
使得 PMP 是实对角矩阵. 


例 7.26 


求酉矩阵 P ， 使 PMP 为实对角阵，其中乂 = 




解 A 的特征值是3, 1. 向童（1，- 0 T ，( l , i ) T 分别为属于3, 1的特征向 M . 


将它们单位化作为列向量得酉矩阵 






j ，且 P m AP = 


3 



作为谱定理的推论得（也可直接证明） 

命题 7.19 Hermite 变换的特征值都是实数. 

Hermite 变换和 Hermite 半线性函数之间存在 一一 对应关系，在一个幺正基下, 
它们有相同的矩阵.因为对每个 Hermite 变换,存在 V 的一个由特征向量组成的幺 
正基，因此，对酉空间 V 上的任一 Hermite 二次型 g, 存在 F 的一个么正基，使得 
的矩阵是对角的，即 

q(x) = \i\xi\ 2 4- ••• -1 - A n |x n | 2 , 

称为 q 的标准形，其中 Ai ， •…， An 是对应的 Hermite 变换的特征值. 

一个 Hermite 变换称为正定的，如果对应的 Hermite 二次型是正定的，等价地， 
它的所有特征值是正的. 

类似地可以讨论斜 Hermite 变换和酉变换,一个斜 Hermite 变换的特征值都是 
纯虚数,一个酉变换的特征值的绝对值等于 1. 
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酉空间 V 上所有酉变换组成的集合记为 V ( V ). 容易验证， V ( V ) 关于变换乘积 
构成 GL ( V ) 的一个子群，称为酉群.行列式为1的酉变换构成 U ( V ) 的一个子群， 
称为特殊酉群，记为 SV ( V ). 

相应地，酉矩阵的逆也是酉的，两个 n 阶酉矩阵的乘积也是酉矩阵，因而所有 
nxn 酉矩阵构成 GL n ( C ) 的一个子群，称为酉群，记为 U n . 行列式为1的 n 阶酉 
矩阵 构成以 的一个子群,称为 n 阶特殊酉群,记为 SU n ， 即 

U n ={ P € GL n ( C ): P*F = /} ? 

SU n = {PE GL n ( C ) : P^P = /, detP = 1}. 

酉空间上每个非奇异线性变换可以唯一地分解成一个酉变换和一个正定变换 
的乘积，这一分解称为极分解.在1维的情形， 一 个线性变换就是一个复数，它的极 
分解就是这个复数的三角形式，一个复数的三角形式与平面上的极坐标相关联，这 
就是一般情形也称为极分解的原因 • 

一个欧氏空间 V 的复化 Vfc 是一个酉空间： 

(x\ H- tyi , X2 = ((Xi ， X2) + (2/1 ， 2/2)) +Ol ， y2) - ( 2 / 1 ， $2)) 

一个对称（斜对称，酉）变换 a 的复扩充〃 C 是一个 Hermite (斜，酉） 变换. 这样我 
们可以得到对称变换有特征向 M 的另一证法： 

设 : r + ty { x , y 的一个特征向量.因为 " c 是 Hermite 变换,对应的 

特征值是实数，因此 a ( x ) = A : a :， a ( y ) = fcy ， 其中: c , y 至少有一个不为零，于是得 
到 a 的一个特征向 M . 

上述三类算子可以统一在正规算子的概念之下，下面我们给岀正规算子谱定理 
的矩阵形式，其变换形式则放在习题中. 

定义 7.48 若复矩阵4满足 则称乂 为正规 矩阵. 

引理 7.2 设 P 是酉矩阵.则4是正规矩阵，当且仅当 S = FMP 也是正规 
矩阵. 

证因为 P 是酉矩阵，所以.于是 

DD * = PMP ( PMP )* = P * AA * P , 

B*B = ( P m APy ( P * AP ) = PMMP . 

因此， AA * = AM , 当且仅当 BB ，= D * B . □ 

定理 7.21 复矩阵 A 正规，当且仅当存在酉矩阵 P ， 使 PMF 为对角阵 • 

证任意两个 n 阶对角矩阵可换，所以对角矩阵是正 规的. 由引理知，若有酉 
矩阵 P ， 使得 PMP 为对角阵，则 A 正规.反之，设>1正规，取 A 的一个单位特征 
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向最 e ， 将 e 扩充为 C n 的一个么正基，则存在酉矩阵尸，使得 


Ai = PMF 




an a \2 


a ! 


0 


N 


0 


(a 11 0 0 ^ 


, A \ = PM"P 


) 


«12 


N 


a ln 


易知 A \ A \ fP 的 （1，1) 兀分别是 aiiali 和 anaii - {- 012^12 * * • + a in ^ In - 因为 Z 
正规，所以戌也正规，即 AiA { = A ^ Ax . 因此 a 12 ai 2 ". + a ln ai n =0•又 a^aij ^ 0, 
所以 aij =0, (2 < j ^ n ). 因此 


M = 




对 AT 继续上面步骤，有限步后即得对角矩阵. 


□ 


习題7 

以下如果没有特别说明， V 总表示数域 F 上一个有限维向量空间. 

7.1 节习題 

1 . 设/是 V 上的双线性函数.证明*当 a: 固定时， /(x, ) : V-^F, y— f(x ， y) 是线性函 
数；当！/ 固定时， /(•,!/) : V^F, /(x,y) 也是线性函数. 

2. 设/是 V 上--个双线性函数，令 

Vi — eV : /( x , y ) = 0, V y G v |, V 2 = |y € K : f(x ， y) = 0, V x 6 

证明， K 2 都是 K 的子空间，且 dimK , = dimV 2 . 

3 •设 >4, B € M n ( R) t 且对任怠 X , Ye R n , 都有 X r AV = X T BY . 证明， A = B . 

4 . 设 （ ii , …， in ) 是一个 n 元排列.证明： diag ( ai , …， a n ) 与 diag ( ai ,, • • •, a ln ) 合同 • 

5. 证明： 一 个双线性函数可以唯一分解成一个对称的与一个斜对称的双线性函数 之和. 

6. 设/是 V 上一个双线性函数,且对任意的 X ， 2 / € V ，由/( X ， y ) = 0可以推出 /( y , x ) = 0. 
证明 * /是对称的或斜对称的 • 

7. 设 V 上给定一对称双线性函数， f /, 州是 V 的子空间.证明》 

1) (y + w) 丄 = u ± nw - L ； 

2) 若 W ， 则 （7 丄 2 W - 1 . 

8. 定义 / : F 4 x F 4 — ► F, f(x,y) = x\y\ + x 2 y2 + X32/3 - x\y\. 

1) 证明， /是/^上的一个对称双线性 函数； 

2) 求/关于标准基 ( e 1 , e 2 , e3 , e 4 ) 的 矩阵； 

3) 求一个非零向量 0 ：,使 f ( x y x ) = 0. 

9. 证明：秩为 r 的对称矩阵可表为 r 个秩为1的对称矩阵的和. 
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23. 判别 F 列实二次型是否 正定. 

1) — 12a ： iX2 + 48xii3 + 130x2 — 60x2^3 + 71z§; 

2) 10xi -h 8x1x2 + 24 xiX 3 + 2x2 - 28x2X3 + x^\ 

3) E E 工内； 

i=l 

4) E + E 工 tXi 十 1. 

24. * 实数 < 取何值时，下列实二次型是正定的？ 

1) X 1 -h X 2 + 5x§ -f 2tXiX2 — 211X3 十 4X2X3 ； 

2) x\ 4- 4a；2 + 工 1 + 2tXiX2 + 10tiX3 十 6X2^3 - 

25. 设 A 是 n 阶实对称矩阵.证明：《充分大时 ， U + A 是正定矩阵. 

26. 设 A 是 n 阶实对 称阵.证明： 存在正实数 c, 使 |X t AXK cX T X, VXGR n . 

27. 证明：正定矩阵可逆，且其逆也是正定矩阵. 

28. 设 B 是 n 阶实对称矩阵.证明： B 是正定矩阵，当且仅当对任意 n 阶正定矩阵>1及实 
数 fc > 0, ( >0, fc + i / 0, kA + lB 是正定矩阵. 

29. 设 B = (M) 是 n 阶正定矩阵，山，… ，〜是 7i 个互不相等的正实数 • 证明： n 阶矩阵 
(^j) 是正定矩阵 • 

30. 设4是 n 阶实对称阵，且 detA < 0. 证明：存在X 6 R n , 使得叉 T AX < 0. 

31. 证明：二次型 q { X ) = X t AX 半正定，当且仅当它的正惯性指数与秩相等，2且仅当 >4 

的任意主子式非负. 2 

32•证明： n 元实二次型 • ,x n ) = n ^ ^ { Yj x i ) 是半正 定的- 

i=l \ i=l / 

33. 证明：对任意 mxn 实矩阵 B, B r B 是半正定的. 

34 . 设是 n 元实二次型，且存在X, K € R n , 使得 X T AX > 0 , V T 乂V < 0. 证 
明：存在非零向 tt 幺€ R n ， 使得 Z^AZ = 0. 

35. 设 g 是 n 元实二次型，且 q { X ) = 0,当且仅当X = 0. 证明 •• g 或正定或负定. 

36. 设乂是 n 阶正定矩阵.证明： 

1) Qivu -^ yn ) - q ( y ) = : 是负定二次型； 

2) det>4 ^ a nn Ann \ 其中 Ann 是乂的 （n - 1) 阶顺序主子式； 

3) deti4 < an 022 ••- a nn ; 

4) 设 S = ㈣ € R nxn 可逆，则 (detB) 2 ^ f[(t 咕) • 

i=l \i=l / 

7.2 节习题 

37 . 在 R 2 上定义下面几种二元函数.试问 R 2 对于哪些函数作成欧氏空间？ 

1) ( 工， 2/) = ( 尤 1 + 怎 2)yi + (®i + 2 x 2 )2/2 ； 

2) ( x , y ) = x\yi 4 - x 2 y2 -f 1； 

3) ( x y y ) = kxiyi 十/们卯. 

38. 在欧氏空间 R 4 中，求 ：r，j /的 夹角： 
l)x = (2 1 l,3,2), 1/ = (1,2, -2,1); 


2) x = (1,2,2,3), y = (3,1,5,1); 

3) x = (1,1,1,2), 2 / = (3,1,-1,0). 

39. 在欧氏空间 R 4 中，求一单位向 ft 与（1，1，一1，1), (1, 一 1，-1，1)， (2, 1,1, 3) 正交 • 

40. 设 （ ei ，…， e n ) 为欧氏空间 V 的一 个基. 对任意 x ， ％ V . 证明： 

1) x = 0,当且仅当 Or ， ei ) = 0, 

2 ) y = z , 当且仅当对任意 rr € V 有 （ x ， y ) = ( x , z ). 

41•设 V 是欧氏空间， X ， y € V , S .\ x \ = \ y \. 证明： （ a : + 沒）丄 （x - y ). 

42. 设 V 是欧氏空间， x , y,ze V . 证明， 

1) \x H - y \ 2 + |x - 2 /卩 = 2| x 卩 + 2| y | 2 ; 

2) (x ， y) = j|x + l/| 2 - ^\x-y\ 2 ] 

3) \ x - y \\ z \ ^ | x - z \\ y \ + |y — z \\ x \\ 

4) d ( x y y ) - d { y , z ) ^ d { x y z ) ^ d ( x y y ) + d ( y , z ). 

43. 证明：欧氏空间中的正交 向童组 是线性无关的 • 

44. 设 V = R nxn . 证明： f { A , B ) = tr { A T B ) ft V 上一个正定对称双线性函数，并求欧氏 

空间（ V ，/)的一个幺正基 • 

45. 在 C [一 1, 1] 上定义双线性函数如下 

= j fl ( x ) f2 ( x ) dx . 

1) 证明： t 式定义了 C [- l , l ] 上一个正定对称双线性函数； 

2) 用 Gram - Schmidt 方法，由1， x ， x 2 , x 3 求出 C [- l , l ] 的一个正交向量组； 

3) 求一个形如 /( x ) = a - hbx 2 - x 4 的多项式，使它与所有低次多项式 正交. 

46. 设 C / 是 R 3 的一个二维子空间， （ ei , e 2， e 3 ) 是 R 3 的一个幺正基.基向 ffl 在 
U 上的正交投影 pr v ( ei ) 关于 t / 的一个幺正基的坐标是 ( xi , y t ) T ,i = 1,2,3. 证明：向 tt 
( Xi ， X 2， X 3), ( yi ，2/2， y 3) € Ft 3 是 IE 交的单位向量 

47. 设 （ ews ) 为3维欧氏空间 V 的幺正基证明： ( ai , a 2 , a 3 ) 也是幺正基，其中 

a \ — ^(2 ei + 2 e 2 — 63)， 奶 = 

48. 由 R 3 的基（(1，1，0), (1,0,1), (0，1，1))求11 3 的一个幺正基. 

49•设 （ ei ， e2 ， e 3 ， e4 ， e 5 ) 为欧氏空间 V 的幺正基 ， ai = ei + e 2 , a 2 = ei 一 e 2 + e 4, 
03 = 2 ei + e2 + 63 . 求子空间 W = ( ai , 02 , 03 ) 的一个幺正基 • 

50 . 设 R 上下列线性方程组的解空间为分别求 IV 及的一个幺正基： 

J 2X1 + 12 - X3 + 工 4 — 3X5 = 0 ， 

1 Xi + X 2 — X 3 + X 5 = 0. 

51. 将 R 3 中向量= ^(1,1,1) 扩充为一个幺正基. 

52. 设欠 G M n ( R ) 是正交矩阵.证明： 

1) 如果4有特征值，则乂的特征值是1或一1; 

2) 如果 n 是奇数，且 det^l = 1，则1是欠的一个特征值； 


\(2e\ 一 e2 + 2e3) ， a3 = ^(ei - 2e2 - 2e3) 

O O 
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3) 如果 detd = -1,则一1是4的一个特 征值； 

4) 如果乂与对角矩阵 D 相似，则 D 的对角线上元素为士 1; 

5) A 是正定矩阵当且仅当4是单位矩阵. 

53. 证明 • 上三角矩阵为正交矩阵当且仅当它是主对角元为1或-1的对角矩阵. 

54. (QR 分解）设 4 € R nxn ，且 detA ^ 0. 证明：存在正交矩阵 Q 与主对角 元大于 0 的 
上三角矩阵尽使得 A == QR, 而且这种表法唯一. 

55. (Cholesky 分解）设犬是正定矩阵.证明：存在上三角矩阵 H ， 使欠 = 

’ 0.39x - l.S9y = 1 

0.61x — 1.80t/ = 1 ^ . 

56 - 求下列方程组 < 的最小二乘解 • 

0.93a: _ 1.68y = 1 

1.35x — l.bOy = 1 

7.3 节习题 

57 .设 a 是 n 维欧氏空间 V 上的对称变换. 证明： 

1) Kera 丄 Ima, Kera ㊉ Imcr = V \ 

2 ) a 是在子空间 Ima 上的正交投影，当且仅当 a 2 = a. 

58•设 K 为欧氏空间， cr € EndV. 证明：若 t/ 为 cr 子空间，则卩■为 a* 子空间. 

59. 求实正交矩阵 Q， 使得 Q t AQ 为对角阵. 



60. 设4是3 x 3矩阵 ，使叫 =2, 1 < i , X 3,求欠' 

61. 设 a 为欧氏空间V的一个变换，且对任意 x, y € V，有 (tr(x),a(2/)) = ( x , y ). 证明： a 
是线性的，从而是正交变换. 

62. 设 f，m 是 R 2 中两条过原点的直线，与: r 轴的夹角分别为％汛反时针方向). 

1) 求以关于标准基的 矩阵； 

2) 如果£， m 相互垂直，证明1 sis m = SmSe = -id; 

3) 设 or = 0 = 7r/4, 描述变换 s t r 小 sj ' ， r ^ str ^ 1 ; 

4) 设 a = tt /4, (3 = 7 r /2, 求和 pr m 〜 在标准基下的矩阵. 

63. 设 a 为 n 维欧氏空间V 的- 个正交变换.证明： 

1) 若 a 为第一类正交变换，且 n 为奇数，则1为 a 的一个特 征值； 

2) 若 a 为第二类正交变换，贝 IJ -1为 a 的•个特 征值； 
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3) 若1为 a 的特征值，且 dim 私 ⑷= (n - 1)，则 <7是镜面反射. 

64. 设 K 为 n 维欧氏空间. 证明： 每个 tr € 0( V) 可写成 r(r 彡 n) 个镜面反射的乘积，因 
而正交群 O ( V 0 是由镜面反射生成的. 

65. 设4 € GL ( n , R ). 证明：火可以表为 QiDQ 2 形式，其中 Q 2 是正交矩阵， D 是主 
对角元大于零的对角矩阵，这样的表法唯一吗？ 

66. 设>1是实对称矩阵.证明：>1幂零当且仅当 >1 = 0. 

67. 设牵丑 为实对称矩阵，且丑是正定矩阵.证明：存在实可逆矩阵 C ， 使得和 
c t bc 都是对角矩阵. 

68. 设 a 是 n 维欧氏空间 V 的正规变换 ，&, A 2 为 a 的特征值，且 Ai # 心. 证明 * 

1) E Xi {< r ) = E Xi (^), i = 1, 2; 

2) (^,(<7), Ex 2 ( a )) = 0. 

69. 设 a 是 n 维欧氏空间 K 的正规变换，且 a 2 + idv = 0. 证明： 

1) 对任怠 X € V ，有 | cr ( x )| = \cr*(x)\ = \x\\ 

2) a * = —(7 = ( j _1 ，且 n 为偶数 • 

70 . 设 a 是 n 维欧氏空间 V 的正规变换， meN . 证明：存在正规变换 T , 使得 r 2m+1 = a ; 
若 cr 的特征多项式的实根非负，则存在正规变换 n , 使得= a . 

71. 设 A € R nxn 的特征多项式为 ch A (x) = nr =1 (x-Ai), 其中 M ，…， 、 € C. 证明 ： A 

为正规方阵当且仅当 tr (^ T ) = t |Ai| 2 . 

i=l 

72 . 设戌都是正规方阵.证明： ZM 也是正规方阵. 

7.4 节习题 

73. 证明：复矩阵4是 Hermite 矩阵当且仅当半线性函数 X * AX 是一个 Her mite 型. 

74. 设 A 为 n 阶复矩阵，对所有 A ： € C n , X m AX 是实数 • 证明* >4是 Hermite 矩阵. 

75. 证明：任一复方阵可表为一 Hermite 矩阵和一斜 Hermite 矩阵之和，且表法 唯一. 

76. 一个酉矩阵的行列式 detU 可能取哪咚值？ 

77. 证明：所有 n x n Hermite 矩阵构成一个实线性空间，并求它的一个基. 

78. 证明：对任意: r , 2/ € C n ， 有 

l)x-y = - ^ i k \x + i k y\ 2 \ 2) |x 土 2/| 2 = |z| 2 士 2Re(x - y) H- \y\ 2 , 

fc=l 

79. 设2； = (1，-1,1)，2/=(1，0， 1 )€0 3 ，求|3：|，|?/|，及 J ： 与 y 的夹 角. 

80. 设 ei = (1,-1), e 2 = (1,0 € C 2 •由 (e u e 2 ) <Jc C 2 的一个幺正基. 

81. 设 V 是一个 2 维 Hermite 空间 ， （ ei , e2 ) 是 V" 的 一 个幺 正基.试求所有 ei ， 使得 （ ei, 4) 
也是 K 的么正基. 

82. 设牵 B 是正定 Hermite 矩阵，4 2 , A ~\ AB.A + D 也是正定 Hermite 矩阵吗？ 

83. 设是任意复矩阵.证明：/ + 非奇异 • 

84 . 设災是任意复方阵.证明： KeM = (ImW) 丄 . 

85. 证明： 对任一复矩阵次存在酉矩阵厂使得 P m AP 是上三角阵. 

86 . 设 4 是 Hermite 矩阵.证明：存在行列式为 1 的酉矩阵 P ， 使得 P m AP 为对角形. 


87 •设 Hermite 矩阵次 B 可换. 证明： 存在酉矩阵 P ， 使得 PMP , P ^ BP 同为对角形. 

88. 证明：对任意正规矩阵 A KevA = ( Im 4) x . 

89. 设 A 是实正规矩阵，其特征值为实数.证明： 4是对称矩阵. 

90•设欠是正规矩阵.证明，>1是 Hermite 矩阵当且仅当 >4的所有特征值是实的， A 是酉 
矩阵当且仅当4的所有特征值的模为 1. 

91. 任意一个 n 阶酉矩阵的属于不同特征值的特征向童关 T C n 的标准内积正交. 

92. 求 g 矩阵尸，使得 PMP 为对角矩阵，其中 j = (^ ;) ， 

93. 证明：唯一的正定 Hermite 酉矩阵是单位矩阵. 

94. 设 a 是 n 维酉空间 V 上的线性变换. 证明： 

1) c 的不变+空间 W 的正交补是 〆 的不变子 空间； 

2) 是 Hermite 变换. 

95. 设 a 是酉空间 V 上的线性变换.若 〆 <7 = era % 则称 a 为正规变换.证明： 

1) a 是正规变换，当且仅当对任意 A y € V ，有 ( a ( x ), a ( y )) = (( T *( x ), (7*( y )); 

2) Hermite 变换和酉变换都是正规变换. 

96. 设 a 是酉空间 K 上的正规变换.证明 * 

1) (7 的属于特征值 A 的特征向 S e 是 〆 的属于 X 的特征 向董； 

2) 若 e 是 a 的特征向量，则 e 1 是 a 子 空间； 

3) (正规变换谱定理)1/有一个由 a 的特征向 fi 组成的么正基. 


第 8 章仿射空间与射影空间 

向量空间的概念是几何向 tt 的抽象和推广.本章考虑几何空间本身的抽象化. 
简单介绍仿射空间和射影空间的概念.讨论二次曲面的仿射分类、度量分类、射影 
分类、不变 董及一 些一般的几何性质. 

8.1 仿射空间 

初等几何中，我们不仅研究向 M ， 更多的时侯是研究点及由点组成的图形.向 
量空间反映向量的基本性质，仿射空间则反映向量和点的基本性质.它们的本质差 
别在于仿射空间中所有点的地位都是平等的，而向 fi 空间中有一个特殊的零向量. 
本节给出仿射空间的基本概念. 

8.1.1 仿射空间的定义 

定义 8.1 设 V 是数域 F 上的向最空间， S 是一个集合.如果有一个映射+ : 
SxV — S ， 满足下列 条件： 

1) 对任意 p e Sy x , y £ V , p (x y ) = (p x ) + y ; 

2) 对任意 p € 5, p + 0 = p ; 

3) 对任意 p ^ qeS , 存在唯一的 2 € V ，使得 p + ^ = 仏 
那么我们称 S 是一个 V 上的仿射空间，记为 S ( V ), 或简记为& 

设 S ( V ) 为仿射空间 . S 的元素称为点.对任意两点 P 、q e S , 条件 3) 中的 
向 M 2称为始点为 P ， 终点为 g 的向量，记为丙.由定义知，对任意点 p e S 和 
任意向 M x e V , 存在唯一的点</ € 5，使河= a :, 对任意三点 € S ， 有 
p - f ( p 5- f - gr ) = ( p - hp 5)- f ^ = <7- h^r = r = p - fpf , [ t | 此得 

pq-\-qf = pf . (8.1) 

在上式中，令 p = g = r , 得到 pp = 0,令 r = p , 得到丽= — pq . 

仿射空间 S ( V ) 的维数是指 K 的维数，记为 dim 乂若 dimS = 0,则 S 是一个 
点.若 dimS = 1，则称 S 为仿射直线，若 dim 5 = 2,则称 *5 为仿射平面. 

例 8.1 设 K 是 F ' 向量空间.将向讀同时也看成点，即 S = !/，点和向 M 的加法 
定义为向最的加法.这时，对任意 p 1 qeS i pq = q - p . 这样我们就在向量空间 V 
上得到了一个自然的仿射结构，即每个向最空间都可以看作是一个仿射空间.特别 
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地，集合 P 是向量空间 P 上的仿射空间.易知，对任意的点 7^=(：^ ，…，: E n ), q = 
( VI ，…， y n ) ep ， 有 


河 = ( 2 /i -xi ， ." ， y„ - x n ). 

另一方面，若 S 是向量空间 V 上的仿射空间.在 S 中固定一个点 o , 称为原点， 
可以将 S 中任一个点 P 和向量印等同，称向量 邱为 P 的位置向量，那么 S 就等同 
于仿射空间 V ，这就称为将 S 在点 o 向量化. 

定义 8.2 设 S 是向 M 空间 V 上的 n 维仿射空间. S 的一个点0和 F 的一个基 
( ei , …， e n ) —起称为 S 的一个（仿射）标架或仿射坐标系，向量亦在基 （ e! ，…， ed 
下的坐标称为点 P 的（仿射）坐标. 

易知， 若在 S 中取定一个仿射坐标系，那么， 

1) 点 P + z 的坐标等于点 p 的坐标和向量 x 的坐标之和； 

2) 向量河的坐标等于点 g 的坐标减去点 p 的坐标. 

一般地说，仿射空间中点的线性组合是没有意义的.但有重心组合的概念.对 
千仿射空间 s 中任意的点 Pin , 和 F 中一组数心， • • • ，匕，在 s 中任取一点 A 
那么 S 中有唯一的点 P , 使得莎 = kiWl 一般地，点 P 依赖于点 O 的选取.但 
是，如果 EU h = 1，则 P 与点。 的选取无关.事实上,若取 o ' e S , 因为= 1， 
所以 


o f p = ofo -\-7jp = ki((/o -f ^*7) = kic/pi. 


因此，我们称点 p 为点 Pu -^ Ps 的一个重心组合，记为 P = Ei=i k iPi . 

设 Po , Pi ， …， Pn 是 n 维仿射空间 5 中的点，且 Popir'^PoP^i 线性无关.那么 
S 中任意点 p 都可以唯一地表为 Po ^ ，…， Pn 的重心组合.事实上,设 （ A ，…， 0： n ) 
为丽 在基 (poPir-iPQP^) 下的坐标，即 


Pop = ^2 Xi ^ 0 ^ , 

i=l 

令 X 0 = 1 — x i ， 则有 P = ，且 E ?=0 X i = 1 -唯一性由向童坐标唯一 

性得证 • 我们称 X 0 , Xi ,-.-, X n 为点 P 关于 PO ， Pl , …， Pn 的重心坐标. 

例 8.2 设 Pi _ P 2 € S ， &1， A ：2 € _ F ，且 /Cl + A ：2 = 1，我们可以把 k \ J )\ + A ：2 P 2 = 
Pi + ^2 PlP 2 看成是过 Pl ， P 2 的直线上 的点. （参见定义 8.3.) 

例 8.3 仿射空间 S 中点 Pl ，h •，仏的质心定义为 

cent(pi ， ." ， p s ) = -(pi + •♦• + p，). 
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当 s = 2时，它是两点 Pl 和 p 2 的中点；当 .s = 3时，它是如下三中线的交点 


(-P2 + 2^) + ^2Pl : fcl + *2 = 1 
l\ + ~Pl^ + hP2 : “ + = 1 

mi (-Pi + ^ 2 ) + rn 2 p3 : mi + m 2 = 1 


8.1.2 仿射子空间 

T •面上的直线，空间中的平面，这些是初等几何的基本对象 • 现在我们在仿射 
空间中来定义这些概念.设 S 是向 M 空间 v 上的仿射空间. 

定义 8.3 设 po 是 S 中一个点， t / 是 V 的一个子空间， S 的子集 

P = Po-\-U = {p G 5 : poP € f /} 

称为 S 中一个平面或仿射子空间，子空间 f / 称为平面 P 的方向子空间 •. 

从定义看出，平面 P 中任意两点所对应的向董全体组成其方向子空间 K 因此 
U 是由/ > 唯一确定的 . P 中一个点和 t / 中一个向景的和还在 P 中.关于这一运算， 
P 成为上的一个仿射空间.于是，定义 dimP = dimU . 一个零维平面是一 个点. 
一个 1 维平面称为一条直线，一个 （n - 1 ) 维平面称为一个超平面. 

对于 S 中任意两个平面 Pi = Pi + U u P 2 = P 2 + U 2 y 或者 A n P 2 = 0 ，或者存 
在 po e A n p 2 , 此时 Pi n A = (po + R ) n ( p 0 + R ) =/>o + ( U \ nf / 2 ) 也是 s 的一 
个平面. 一 般地,任意多个平面的交如果非空，也是一个平面. 

定义 8.4 设 M C <5, po € M ， 令 V = Span {_ : g € M }. 平面 po +U 称为 M 

的仿射扩张,记为 affM . 

易知， affM 是含 M 的最小平面.因此它不依赖于 Po 的选取•含 M 的最小平 
面也称为由 M 生成的仿射子空间. 

定理 8 . 1 给定仿射空间中任意 （s + 1 ) 个点. 则存在一个维数小于等于 s 的平 
面过这些点，而且，如果这些点不在一个维数小于 s 的平面内，则必存在唯一的一个 
s 维平面通过这些点. 

证设 Po ， Pi ， …， S •贝 |J 尸= Po +( PoPl , • • • ， P0P5 ) 是一个通过点 Pi ， …， 

p 9 的维数小于等于 S 的 平面. 如果 dimP = 〜 向 fi ^ T ， …，？5瓦线性无关，且 p 

是过 Po,Pi，.",Ps 的唯一 维 平面. 口 

定义 8.5 称点 Po ， Pi，...，A 仿射相关，如果它们属于一个维数小于《的平面， 

否则称为仿射无关. 

定理 8 . 1 表明，点 pm ，…， A 仿射相关当且仅当线性相关.显 
然,点组的仿射相关或无关性并不依赖于这些点的排列 顺序. 


第 8 章仿射空间与射影空间 


定理 8.2 点仿射无关当且仅当它们的重心坐标组成的矩阵的秩 
等于 3 4-1. 

证设 X i 0 , Xii ,---, X * n 是点 Pi 关于点组 qo ， qu “.， qn 的重心坐标.那么 Xil ， 
就是向董_关于基 （ MT , …, 5^) 的坐标.将矩阵4的各列都加到 
第1列，再各行减去第1行，得到矩阵石： 

( Too 工 01 • • • ^On \ / 1 3：01 • •. 工 On \ 

工10 工11 ••• x ln I ^ 0 Xu - Xoi X\ n — Xo n 

, B = ， 

• • • I • • • 

丈 50 • 工 an / V 0 一 3^01 ... ^»n 一 工 On / 

矩阵 4 和 B 的秩相等,且比下面的矩阵 C 的秩大 1. 

/ X\\ — Xoi ••- Xln — Xon \ 

c= : 

\x 8 \ — Xoi ••- x 9n — Xon / 


矩阵 C 的元素是向贵 丽, … 福 关丁•基 (丽，" •，而 K ) 的坐标 • 矩阵力的秩等 
于 S +1 当且仅当矩阵 C 的秩为 S ， 即向萤两河， • • •，^7线性无关，即点 P 0， Pi ， …， 
仿射无关. 口 

例 8.4 设点 p , g，r 在 Aabc 的三边 a 6，6 c , ca 或其延长线上，且分别分三边 
为定比 A :， /， m , 则 p , a r 关于点 a ， 6, c 的重心坐标组成矩阵 



由定理 8.2 知， p , (/， r 三点共线当且仅当4的行列式为零，即= -1. 

定理 8.3 仿射空间 S 的一个非空子集 P 是一个平面当且仅当过 P 中任意两 
点的直线也在 P 上. 

证 设 P g S 是满足条件的非空子集，的一个极大仿射无 
关点组.则 P £ aff { p 0 , Pi ,***» Ps }, 下面证明尸= afF { p 0 , Pi ,--*, p a }. 设 P = ZU 供 
是点 PihPu …， Ps 的一个重心组合.对 k 0 , ki ,-- , k s 中非零系数个数 r 用归纳法证 
明 p e P . 对干 r = 1, p 就是 po ， pi , • • • ,其中之一，显然成立.对于 r > 1. 不失一 
般性，可以假设那么 


P = 


(1 - k s )(y^ 

v »=0 



+ hpH ， 
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即 P 位于过点和点 



的直线上.由归纳假设得 〆 e 尸，因此 p e R 必要性是显然的. 
平面也可以用线性方程组来刻画.考虑下列线性方程组： 


> : a ij x j = 、， i — 1,2, 


m . 


□ 

( 8 . 2 ) 


将: Ti ，… ，〜 解释成一个 n 维仿射空间 S 中的点在标架（ 0; ei ， e 2 ，…， e n ) 下的坐标. 
那么，方程组 (8.2) 的解可以看作空间 S 的点.假定这个方程组是相容的，点 p 0 是 
一 个解.易见，点 p € S 是 （8.2) 的一个解当且仅当 向量硕 的坐标满足下列齐次线 
性方程组： 

n 

2 ^ ciijXj =0 ， i = 1,2, • • • , rn . (8.3) 

i=i 

我们知道,方程组 (8.3) 的解形成一个 （n - r ) 维子空间 UCV , r 为系数矩阵的秩. 
因此方程组 （8.2) 的解集是同维数的甲面 po + C /. 反过来，设 P = Po + (7 是一个平 
面.由定理 4.9, 子空间 C / 由某个齐次线性方程组决定.将这些方程的常数项换成 
左边用 Po 的坐标代入得到的值，我们得到-个决定平面 P 的线性方程组.于是，证 
明了下面的定理. 

定理 8.4 如果线性方程组 （8.2) 是相容的，那么 S 中以 (8.2) 的解作为坐标的 
点构成 S 的一个 （n _ r ) 维平面 （ n 是变量个数， r 是系数矩阵的秩)，并且 S 的任意 
一个平面都可以通过这种方式得到. 

因此， n 维仿射空间中平面的几何理论等价于 n 个未知数的线性方程组的代数 
理论，这两种理论用的是不同的语言，说的是同一件 亊情. 

关于平面的相对位置，可用矩阵的秩来刻画，这里不再讨论,我们只给出下列简 
单结论. 

定理 8.5 设平面 Pi = pi -f U u P 2 = p 2 + f / 2 , 则 A 和 P 2 相交当且仅当 

piP2 e Ui + u 2 . 

证 平面 A 和相交，当且仅当存在向 M W e fA 和 U 2 e t / 2 , 使得 Pl ^ u ,= 
P2 + W 2 , 即 PlP 2 = Ui - u 2 . 向量 w 2 的存在性意味着 PTP 2 eUi -\- U 2 ^ □ 

定义 8.6 称两平面 Pi = pi -^ U U P 2 = P2 J tU 2 平行，如果 R s f / 2 , 或 S 
称 A, 朽交错，如果 A n P 2 = 0 且 R n t/ 2 = o. 


8.1.3 欧氏仿射空间 


现在我们讨论一卜‘欧氏向 M 空间上的仿射空间，利用向量的内积来定义距离, 
正交性等度 it 概念. 
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定义 8.7 欧氏向量空间上的仿射空间称为欧氏仿射空间.不引起混淆时，欧 
氏仿射空间也简称为欧氏空间. 

例 8.5 在例 8.1 的意义下，一个欧氏向量空间是一个欧氏仿射空间. 

定义 8.8 在一个欧氏仿射空间 S 中,两点 p , g 的距离定义为 

d(p, q) = \pq\. 

易知，上面定义的距离满足度董空间公理.类似地，所有对于欧氏向 M 空间定 
义的度量概念都可在欧氏仿射空间中定义. 

对于欧氏仿射空间，一个仿射坐标系的基向量组如果是标准正交基，则称此坐 
标系为直角坐标系. 


8.2 仿射变换与运动 

仿射变换定义仿射几何.仿射几何就是研究图形在仿射变换下的不变性质.类 
似地，运动定义欧氏几何.欧氏几何就是研究图形在运动下的不变性质. 

8.2.1 仿 射变换 

定义 8.9 设 S(V), 是数域 F 上的仿射空间 ， f : S S f 是映射，及 

g：V-^V f 是线性映射.如果对任意 p e a : € V ，有 

/(p + x ) = /( p ) + a ( x ), (8.4) 

那么我们称（/，幻为由 S ( V ) 到 S f (V f ) 的仿射映射. 

在以上定义中，线性映射 a 是由/唯一决定的.事实上，当 p ， 取遍 S 中所有 
点时，两取遍 V 中所有向 M . 因此，由 （8.4) 知，对任意 p , (? € 5,有 

^(PQ) = ( 8 . 5 ) 

因此可以将仿射映射简记为/，称 a 为/的线性部分，记为 ！)(/) 或 D /. 

例 8 .6任意一个线性映射 f :V^V , 诱导一个由 K ( F ) 到 V f (V f ) 的仿射映 
射，其线性部分为 /. 

例 8.7 仿射空间 S 的任意平移 L 是仿射映射，且 D(t x ) = idv . 事实上， 

tx(p) - t x (q) = (p + x ) - （g + x ) =两. 

例 8.8 如果/ : S — V 是一个仿射映射， X e 则 t x f •• S — s f 是仿射映射, 
且 D(t x f) = D(f). 事实上， 


W ( p ) - t x f { q ) = (/( p ) + x ) - (/ ⑷ 4- x ) = f ( p ) - /( g ) = Df{p - q ). 




8.2 仿射变换与运动 


分别取0, c / 为原点将空间 S ' 向量化•在 （8.4) 中令 p = 0,我们得到仿射映 
射/的向景化形式： 

f ( x ) = D ( f )( x )-^ b , b ^ V \ (8.6) 

其中6 = VJ {6). 于是/的坐标形式为 

n 

Vi = i = l ，2，."， m ， （8.7) 

其中 A ， … 4 是 Z 的坐标,仍 ， … ， 2/m 是 /(X) 的坐标 • 用矩阵记号，上式即 



或记火= ( atj ), b = (6 i ,--*,6 m ) T , x = ( xi ,--* 1 a ; n ) T > y = ( yi ， …， 2/m) 丁，上式可以 

写成如下形式： 

(0=(： ：)(：)• 

反之，容易验证，对于任意一个线性映射 D ( f ) 和一个向量6 G V ，由 （8.6) 式 
定义的映射是一个仿射映射，其线性部分为 D { f ). 

命題 8.1 ^：fiS — S \ g ^ — S n 是仿射映射，则 gf •• S — S " 是仿射映射, 
且 D ( gf ) = D ( g ) D ( f ). 

证 对任意 pes , xev, 根据映射乘积的定义， (gf){p + x) = 〆 /(;> + a：)), 由 
(8.4) 得 ^(/(p + x )) = g(f(p) H - D(f)(x)) = g(f{p)) + D{g)(D(f)(x)). 因此， (gf)(p-\- 
x) = (gf)(p) + (D(g)D{f))(x). □ 

命题 8.2 — 个仿射映射是双射，当且仅当它的线性部分是双射. 

证 分别在空间 S 和 V 中取原点 o 和必使得 /( o ) = (/, 那么映射/的向 M 

化形式与它的线性部分相同. 口 

定义 8.10 如果一个仿射映射是双射，则称它为仿射空间之间的一个同构映 
射，此时称这两个仿射空间是同构的. 

推论 8.1 F 上两个有限维仿射空间同构当且仅当它们的维数相等. 

显然，仿射空间的同构关系是一个等价关系.容易看出， F 上任意一个被看作 
为仿射空间的 n 维向量空间 K 同构 T 仿射空间 F ' 相应的同构可以由 V 的一个 
仿射坐标系给出. 

显然，仿射映射 f •• S — S . 将仿射空间 S 的一个平面尸= p + f / 映到 S ' 的一 
个平面 /(P) = /(p) + D ( f )( U ). 如果 / 是双射，则 dim/(P) = dimP. 
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对于仿射空间 s 中点组仍， • • • 的重心组合心朽，有 

f{Yl kiPi ) ^ 

m 參 

% I 

特别地， 一 个仿射映射将一个点组的质心映成它们的像点的质心. 

仿射空间到自身的仿射映射称为仿射变换.仿射空间 S 的可逆仿射变换作成 
一 个群，称为 S 的一般仿射变换群,记为 GA (5). 由全体乎移 

t x : p — ► p + x eV 

构成的子群，称为平移群，记为 TVan 5. 

命题 8.3 对任意/ € GA (5) 和 : c e V ，有 

ft x f l = 亡 £>(/)(:)• (8.8) 

证 应用变换于点 g = /( p ) 得 

ft x r\q) = ftxip) = f{p + x) = f(p) 4 - D(f)(x) = q-\- D(f)(x). □ 

仿射变换的向贵化形式意味着每个仿射变换有下列唯一表法： 

/ = D ( f)e GL { V ), xeV . (8.9) 


显然，映射 D ( f ) 并不依赖于原点 o 的选取,但向景 x = o /( o ) 与原点0 有关. 

仿射变换将一个平面映到同维数的一个平面.将点组的一个重心组合变到其像 
点的同系数重心组合.于是，平面和重心组合等概念都是仿射概念.因此，平行线、 
T 行四边形、区间、区间的中心、点组的质心,凸集，单形等都是仿射 概念. 但是，正 
方形，圆不是仿射概念.因为一个仿射变换口 J 以将一个正方形变成一个平行四边形. 
将一个圆变成一个椭圆. 

例 8.9 欧氏平面（或空间）的每个运动都是仿射变换. 

例 8.10 中心为 o 系数为 fc 的位似变换 /(o + x ) = o + kx 是仿射变换，系数为 
-1 的位似变换也称为中心对称.反之，如果仿射变换/满足： 

D ( f ) = fcid，fc / 1， 

那么/是中心在某点的位似变换.事实上，只要证明/有一个不动点 • 由向量化形 
式 f ( x ) = fcx + a , 方程 f ( x ) = x 即 （1 一 fc):c = a 有（唯一）解. 

定义 8.11 仿射空间 S 中，联接两点 p ， g 的（闭）区间为 


pq = {kp -f- (1 — A:)^ : 0 ^ A: ^ 1} C 5. 
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定义 8.12 仿射空间 S 的子集 M 称为凸集，若对任意两点 p . qeM y 区间 
pqCM . S 中点组的系数非负的重心组合也称为凸线性组合 • 

例 8.11 证明： A / 中点的所有凸线性组合组成的集合 Con ( M ) 是凸的. 

证设 P = fciPi 和 g 是 M 中点的凸线性组合，则 

kp-\- (I — k)q = ^2 kkiPi + y^(l — k)liqi (0 < A: ^ 1) 

9 • 

I t 

也是 M 中点的一个凸线性组合. 

集合 Con ( M ) 是含 M 的最小凸集，称为 Af 的凸包.在一个 n 维仿射空间中， 
仿射无关点组 Po , Pi,-*,Pn 的凸包称为顶点为 Po,Pir • • ，Pn 的 n 维单形 . 0 维单形 
就是点， 1 维单形就是区间， 2 维单形称为三角形， 3 维单形称为四 面体. 下列定理表 
明,在仿射几何中,所有单形是相等的. 

定理 8.6 设仍 ， … ， p„ 和 91 ，".，如 是 n 维仿射空间 *5 中的两个仿射无关点 
组.则存在唯一的仿射变换/将外变成知 i = 1，…，〜 

证存在唯一的线性映射将基 ( P 5 PT , - * , M 变到基（而如果 
将 Po 取作原点,将 S 向童化，则仿射变换/形如 /(〃） = D ( f )( v ) +河而. □ 

在仿射几何中没有点之间的距离的概念，因为任意两个不同的点可以经仿射变 
换变到任意两个不同的点.但仿射变换保持同一直线上三点的简比. 

考虑同一直线纟上三点 Pl , P 2， P 3. 如果 P 2 # P 3, 那么 ？ IPS = 数 C 称为三 

点 Pl ， P 2， P 3 的简比，记为 ( Pl ， P 2， P 3). 如果 Pl ¥ z P 2 - P 3, 那么就令 （ Pl ， P 2, P 3) = OO . 
如果 Pi = P 2 = P 3, 则 （ Pl ， P 2, P 3) 无定义 • 

若 C = I 我们说点 P 3 分线段 PIP 2 为比 A ： •• 《(虽然区间的概念只在实几何中有 
定义) • 对于 fc + Z = 1，即 P 3 = ipi +知2. 

显然，简比在任意可逆仿射变换下不变（只要它不将直线纟变为一点). 

对应于线性函数概念，我们有仿射线性函数的概念.把数域 F 看作仿射直线， 
仿射空间 S 上的仿射线性函数就是由 S 到 F 的仿射映射. 

定义 8.13 仿射空间 S 上一个仿射线性函数是一个函数/ : *5 — F ， 使 

f{p + x ) = f ( p ) -f a ( x ), V p 6 5, X ev , (8.10) 

其中 a 是 V 上一个线性函数，称为/的线性部分，记为 D ( f ). 

取 S 中一点 o 作为原点，在 (8.10) 式中令 p = o , 得/的向量化形式为 

/( x ) = D (/) ⑷+6， （8.11) 

其中6 = /⑷ e F . 于是,我们得到仿射线性函数的坐标形式为 

f ( x ) = ^2 a i X i + \ b e F . 


( 8 . 12 ) 
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反之，对于任意线性函数 creV * 和任意数6 € F , (8.12) 式所确定的函数/是线性 
部分为 a 的仿射线性函数.事实上,令 p = o + %向暈化得 

f(p + x ) = f(y + x ) 

= a(y x ) b 
= cr ( y ) -f a ( x ) -f b 

=/(y) ⑷ 

= /( P ) + 4工). 

仿射线性函数的一个特殊情形是常数函数，其特点是其线性部分 为零. 如果/ 
不是常数函数，则 r l ( 0 ) 是一个超平面，其方向子空间由线性方程组 D ( f )( x ) = 0 
确定. 

由坐标形式 （8.12) 得，所有仿射线性函数形成 n 维仿射空间 S 上函数空间的 
一个 （n + 1) 维子 空间. 

命題 8.4 重心坐标是仿射线性函数 • 

证 设吻，：^，…，“是关于点组 PG ， Pl ， …， Pn 的重心 坐标. 如果取 PG 作为 
原点将 S 向量化，则成了关于基的通常 坐标. 因此， 
X !,..., X n 是仿射线性 函数. 因为吻=1 - Er =1 〜 于是邳也是仿射线性函数（也 
可取另一点作为原点来说明). □ 

命題 8.5 设/是一个仿射线性函数.则对任意点组 PUP 2, …, K 的重心组合 

Ei k iPiy ^ 

_ 警 

% % 

证将空间 S 向 M 化，则/可写成 （8.11) 形式，得 

= D f{^2 k iPi) -f 6 = ^ (^Df{pi) -h 6^ =y^kjf(p t ). □ 

i i i i 

8.2.2 运动 

定义 8.14 设 S 是欧氏向 M 空间 V 上的欧氏仿射空间.空间 S 的一个运动是 
S 的一个仿射变换，且它的线性部分是一个正交算子 • 

显然， 一 个运动保持点之间的距离，反之，一个保距仿射变换是一个运动. 

欧氏空间 S 的运动形成一个群，记为 IsomS . 一个运动称为本性的或保定向的， 
如果它的线性部分属亍特殊正交群，否则称为非本性的或反定 向的. 保定向的运动 
形成 Isom 5 的一个子群，记为 Isom + 5. 

例 8.12 欧氏空间 S 的每个平移是一个本性的运动， 
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例 8.13 设 H 是欧氏空间 S 的一个超平面， e 是一个与//正交的单位 向莆. 
S 中每个点 p 可以唯一地表为： p = q^ke, geH ， 参见图 8.1. 定义关于 H 的超平 
面反射为 sh 'S — S 、 

sn(jp) = q — ke = p — 2ke. 

它的线性部分心//就是 k 的关于超甲面//的方向子空间的一个正交反射. 



设 // i 和付2是超平面.如果它们平行，那么 dSHi = dSff 2 y 因此 

d(sH l SH 2 ) = dsHxds^ = idv. 

此时，是一个平移，平移向 童是与 A 和都正交的向 M 的两倍，参见图 
8.2. 另一方面，如果坧和 i / 2 相交于一个 （n - 2) 维乎面户，那么 ^ h , sh 2 是旋转， 
转角为 A 和 H 2 的夹角的二倍，即保持 P 的每个点不动，而在每个与 P 垂直的2 
维平面上是一个旋转. 



m 8.2 
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定理 8.7 对任意运动/，存在唯一确定的平面 P = p Q + [/， 使得 

1 ) /( P ) = P , /|p 是一个 平移; 

2 ) C / i 中非零向量都不是不动的. 

证设 D / 的不动向量组成的子空间为 K 选取原点，将/写成向量形式： 

/( x ) = D ( f )( x ) -f a , V x € K 

因 K = [/ ® C / 丄 ，可设 a = 6 + c , 6 e [/，c € t / 丄 •因 D { f ) 一 id 在 t / 丄 上非奇异， 
所以存在唯一的向贵吻 G t /夂 使 D ( f )( x 0 ) + c =吻.设是对应于邱的点，则 
f { po ) = Po + 6, ▼•是 P = p 0 + U 是满足 1), 2) 的唯一平面. O 

定理 8.7 中的平面 P 称为运动/ 的轴. 运动/完全由它的轴 P = p 0 + R 向董 
b ^ U , 以及 f / i 上的无不动向 M 的正交算子 r = D ( f )\ v , 所确定.根据正交算子的 
性质,若/是保（反）定向的运动，则 dimt / i 是偶数（奇 数). 利用定理 8.7, 可以用 
初等几何的语言描述直线、平面和三维空间中的运动. 

设/是欧氏直线的运动， P 表示运动/的轴.有两种可能的情形： 

1) dimP = l ，/ 是一个 平移； 

2 ) dim 尸 = 0, P 是一点 • T = - id , /是关于点尸的反射 对称. 

设/是欧氏平面的运动.有三种可能的 情形： 

1 ) dimP = 2, /是一个平移； 

2) dimP =1, P 是一条直线 .t = - id ， /是关于直线 P 的反射或滑移 反射； 

3) dimP = 0, P 是一个点，/是一个绕点 P 的旋转 • 

设/是欧氏空间的运动.有四种可能的情形： 

1) dim 尸= 3, /是一个平移； 

2) dimP = 2, /是一个关干 P 的反射或滑移 反射； 

3) dimP = l ， f 是一个绕直线 P 的旋转或一个螺旋 运动； 

4) dimP = 0, /是一个镜面旋转，即一个绕直线的旋转和一个与直线垂直且交 
千点 P 的平面的反射的合成. 


8.3 二次曲面 

平面是最简笮的仿射与欧氏几何的对象，它们由线性方程组所确定，因而平面 
也称为线性族，平面的自然推广是所谓的代数族，即由代数方程所确定的仿射空间 
的子集.对代数族的研究构成代数几何学科,本书不能论及，这里只讨论一类简单 
的代数族，二次曲面,它们由单个二次代数方程确定. 
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8.3.1 仿射性质与分类 

定义 8.15 数域 F 上71维仿射空间 S(V) 上一个函数 Q •• S — F 称为一个仿 
射二次函数，如果存在0 e 使得 Q 的向 M 化形式为 

Q{x) = q(x) - I - l(x) + c，x € V , (8.13) 

其中 g 是 K 上的二次函数， Z 是一次函数 ， c € F . 

以下总假定 F 是数域， S(V) 是数域 F 上的仿射空间.设 g 是二次函数 g 的极 
化，即 g 对应的对称双线性函数= 9{ x , x ). 

引理 8.1 若原点 o 平移到 V = o + a ， a € V ,贝 ij (8.13) 中各项变为 

q\x) = q(x) y l\x) = g{a y x) 4- Z ( x ), c f = q(a) - I - 1(a) -h c , (8.14) 

证对任意点 peS , SpscZ + xso + a + AxeV "， 则有 

Q(o r + x ) = Q(o + a + : r ) = q(a + x ) + /(<2 + :r) + c 

= q(a) -f 2 夕 (a，x) + q(x) 4- Z(a) + l(x) H- c 

= q(x) -h 2(g(a,x) -hl(x)) 4- (q(a) -H 1(a) +c). □ 

因此，二次函数 g 并不依赖于原点的选取， 称为 Q 的二次部分 ，/ 称为 Q 在点 o 
的线性部分.显然 c = Q{o). M V 的一个基 （ 61 ，…， e n ), 记 a: = E?=i ，将 （8.13) 
写成坐标形式： 

n n n 

-- 〉: ^ : QrijXxXj 2 > : biXi ~f~ Cf 0>ij ~ ^ji • (8.15) 

i = l j=l i=l 

定义 8.16 技 oes 称为仿射二次函数 Q 的中心,如果对任意 XG V, 


Q(o + x) = Q(o — x). 

显然, o 是仿射二次函数 Q 的中心，当且仅当 Q 在点 o 的线性部分为零.于是， 
Q 的所有中心由下列线性方程组所确定： 

{ auxi + cl\2X2 + …+ a ， i n x n + 61 = 0, 

. (8.16) 

+ a n 2 工 2 + . • . + 0, nn X n + 6 n = 0. 


因此所有中心组成一个维数大于零的平面或一个空集.易知此方程组的系数 
矩阵是 ( aij ). 因此，如果 g 非退化，那么 Q 有唯一的 中心. 
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定义 8.17 设 Q 是仿射空间 S 上的一个仿射二次函数.令 


X(Q) = {pe5:Q(p) = 0}. 

如果 X ( Q ) 不是平面或空集，则称 X ( Q ) 是一个二次曲面或二次超曲面. 

平面上与三维空间中的二次曲面即二次曲线与通常的二次曲面. 

定义 8. i 8 点 o 称为二次曲面 X 的一个中心,如果 X 关于 o 对称，即对任意 
x € K ， 当点0 + a : e 时，也有 o — z e X . 至少有一个中心的二次曲面称为中心 
的.位于二次曲面 X 上的中心称为 X 的顶点（奇异点). 

显然，仿射二次函数 Q 的中心也是二次曲面 X ( Q ) 的中心 . 下面我们将证明， 
反之也成立.先看二次曲面的一些简单的几何性质. 

命题 8.6 若直线€与二次曲面 X ( Q ) 有三个不同的交点，则 f £ X . 

证在^上取点 0 作为原点,则存在 x € V , 使得 e = o-h(x). 设 (5 在点 o 的 
向景化形式为（8.13)，那么 X 与^的交由下列条件确定： 

Q ( tx ) = t 2 g ( x ) - f - tl ( x ) + c = 0. 

% 

这是一个关 T t 的二次方程，如果所有系数为零 ，则纟 g X . 否则，它至多两个根，因 
此 A ： 与£至多两个交点. □ 

命題 8.7 若二次曲面 X 有顶点 o , 则对 X 上任意点 p 参0,直线 opQX . 

证设 P = O + X, X € V ,则 X 含直线 op 上三个不同点 0, O-hXy o - X, 因此 
它含整个直线. □ 

定义 8.19 仿射空间 S 的- 个子集 X 和一个点0 —起称为一个以0为顶点 
的锥面，如果对 X 中每个点 v + o 、 X 含直线 op . —个二次曲面称为二次锥面，如 
果它有一个顶点. 

命 H 8.8 每个二次曲面 X 都含有不是顶点的点. 

证 若 X 的所有点都是顶点，则由命题 8.7 知， X 含每条过 I 中任意两点的 
直线.由定理 8.3 知， X 是一个平面，与二次曲面的定义矛盾. 口 

定理 8 . 8 设义是 S 中一个二次曲面.如果存在仿射二次函数 Qi ， Q 2 , 使得 
X = X ( Q x ) = X ( Q 2 ), 那么存在 A : € F ， 使得 Q 2 = kQ v . 

证取 X 上一个不是顶点的点 o 作为原点，将 S 向量化.可设 

Ql ⑷= 91 ( 工)+ il ( x ), Q 2 ( x ) = q 2 { x ) -h I 2 ( x ), 

其中 L G # 0. 任意直线 o + 〈: r > 与曲面 X 的交点由下列方程之一 确定： 


t 2 qi ( x ) -f tl \( x ) = 0, t 2 q2 ( x ) -f t ^ ix ) = 0. 
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于是,当/办） # 0 和 Z 2 (x) 笋 0 时,这两 个关于 t 的方程应该同解. 所以 

Qi{^) = 92 ⑷ 

h{x) ~ h{x) * 


于是 


qi { x ) l 2 ( x ) = q 2 ( x ) li ( x ). (8.17) 

用 h ( x ) l 2 ( x ) 乘上面等式，得 

qi ( x ) l 2 { x ) li ( x ) l 2 { x ) = q2 { x ) l \{ x ) li ( x ) l 2 ( x ). (8.18) 


然而 (8.18 ) 式对所有 rc 都成立.又因为多项式环没有零因子，消去此式两边的公因 
子即得 （8.17). 因此 (8.17) 式对所有: r 成立 • 

假设 h 和纟2不成比例，则可以取适当的基，使得 h(x) = a：!, / 2 (：r) = z 2 .于 
是 (8.17) 式可重写成 qi { x ) x 2 = q2 ( x ) x \. 因此存在线性函数 Z(x)， 使得 qi ( x ) = 
l { x ) xi , q 2 { x ) =《咖2•故 

Ql { x ) = ( l ( x ) + l)xi, Q 2 (x) = ( l ( x ) 4- l)x 2 . 

因为 A： = X(Q!), 所以久含超平面 A = 0. 又因为 X = X(Q 2 ), 所以函数 Q 2 在 
此超平面上恒为零.但是 Z(x) + 1和心在此超平面上都不恒为零，这与多项式环 
无零因子矛盾.因此， 存在 k 使得 Z 2 =的.代入 (8.17) 得 q 2 = kq u 因此 
Q2 — kQ \. □ 

推论 8.2 二次曲面 X ( Q ) 的中心也是函数 Q 的中心. 

证若 o 是 X ( Q ) 的中心，令 (5(0 + o:) = Q(o - re)， 则 X(Q) = X ( Q ). 于是存 
^ EkeF \ 使得 Q = kQ . 比较 Q 和 (5 的二次函数部分，得到 A: = 1. 因此0 = Q， 
由此得 o 是函数 Q 的中心 . 反之显然. 口 

推论 8.3 若 X ( Q ) 在某个平移下不变，则函数 Q 也在此平移下不变. 

证如果 X ( Q ) 在由向量 a 定义的平移下不变.令 0( p) = Q(p +外则 
X { Q ) = X ( Q ). 余下的证明同上面推论. 口 

考虑仿射二次函数 Q， 其 向董化 形式为 （8.13) .令 KerQ = KevqnKevl . 

命埋 8.9 函数 Q 在平移下不变，3且仅当 a e KerQ. 特别地， KerQ 不依 
赖于原点的选择. 

证函数 Q 在平移 L 下的不变性等价于原点从 o 变为 o + a 时 Q 的形式不 
变.由引理8.1，这又等价于 ci e KerQ. □ 

因此，如果 C/ = KerQ ^ 0,则对每个点 p G X(Q), X ( Q ) 含平面 p ^ U . 

定义 8.20 如果 f/ = KerQ ^ 0,则称 X ( Q ) 为以为母线的二次柱面. 
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对于二次柱面 X ( Q ), 选取 f ； = KerQ 的一个基 （ e n _ d +1 ，…，〜)，扩充为 V 的 
一个基 ( ei ,.**, e n ), 那么在此基下, Q 的坐标表达式不含后面 d 个坐标.此时，方程 
Q ( x ) = 0可以看作一个 （n - d ) 维空间中的一个二次曲面的方程， X 上一点的 
前 （n - d ) 个坐标就是 Xq 上一点的坐标，而其他坐标可取任意值.因此要描述所有 
二次曲面，只需描述非柱面的二次曲面即可. 

命 B 8.10 —个非柱面的二次曲面至多有一个中心. 

证假定二次曲面 X 有两个中心0, o ' •用 s 和 〆 分别表示关于点 o 和 o ' 的 
中心对称，则 s ( X ) = s \ X ) = X , 因此 ss f ( X ) = X . 因为 

d ( ss ’） = ds • ds ’ = (— id ) 2 = id , 

所以 W 是一个非平凡的平移.因此 X 是一个二次柱面. O 

非柱面的二次曲面按中心分类可分成中心二次曲面和非中心二次曲面. 

对于中心二次曲面，取中心为原点，可以用适当的数乘二次曲面的方程，得中心 
二次曲面的方程为 

q { xi r -, x n ) = fc , fc = l ，0， (8.19) 

其中 g 是一个非退化二次函数,如果 A ： = 0，这是二次锥面，原点是它的顶点. 

对于非中心二次曲面，由于 KergAKerZ = 0,而 Ken ? / 0( 否则，二次曲面是中 
心的)，于是 dimKerg = 1 . 因此， 

V = KerZ ㊉ Ker ^. (8.20) 

取二次曲面上一点为原点，取 Ker / 的一个基 （ ei ，…， 及 e n £ Kevq 组成 K 的 
一 个基，取适当的数 A : 一 0 ,用代替 e n , 使得〜 的系数为-2 ,得非中心二次曲 
面方程为 

u{x \ ， • • • ， X n — 1 ) = (8.21) 

这里 u = ^ iKeri 是关 T (n - 1) 个变 M 的一个非退化二次函数. 

适当选取 V 的基，可将 （8.19) 式中的二次函数 g 化为对角形.适当选取 Ker / 
的基，可将 （8.21) 式中的二次函数 u 化为对角形. 

当 F = R 或 C 时， g 可化为规 范形. 考虑 F = R 的情形，即得下面定理. 

定理 8.9 n 维实仿射空间中非柱面二次曲面方程可化为下列类型之一 

I . 非锥面中心二次曲面. 

: El 2 + …+ Xk 2 - Xk^-l 2 - X n 2 = 1 ， 0 < A ： < 71. (8.22) 

II . 二次锥面. 

XI 2 + …+ x k 2 - x\ +l - x n 2 = 0， - ^： k < n . (8.23) 
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III . 非中心二次曲面. 

X! 2 + …+ a 2 - x fc+ i 2 - x n _i 2 = 2x n , 彡知 < 打 . (8.24) 

以上列表可以解释为实二次曲面在仿射变换下的分类.事实上，设有二次曲面 
和 x 2 , 如果在标架（ I )中和 X 2 在标架（ II )中的方程相同，则存在仿射变换 
将标架⑴变到标架（ II )，于是通过此仿射变换变到 X 2 . 反之，如果仿射变换/ 
将 A 变到 X 2 , 则為和分别在标架 (㈣ …, e n ) 和 (/(o); Dfh ) ，…， Df ( e n )) 
中有相同的方程. 

特别地，我们得到非柱面的实二次曲线和二次曲面的仿射分类，见表 8 . 1 . 


表 8.1 


n 

类型 

k 

名称 

标准方程 

2 

■ 





双曲线 


II 


两相交直线 


hi 


抛物线 


3 



椭球面 



单叶双曲面 



双叶双曲面 




二次锥面 


hi 

wmm 

椭圆抛物面 



双曲抛物面 



在 n 维仿射空间中, I 型的二次曲面，当 s = n 时，称为椭球面，当 .s < n 时，称为 
双 曲面; II 型的二次曲面称为二次 锥面; III 型的二次曲面称为椭圆拋物面卜= n - 1) 
和双曲抛物面 （ s < n _ l ). 

例 8.14 化简仿射空间 R 3 上二次曲面的方程： 

Q{x 、 y 、 2 ) = x 2 + 4xy + 5y 2 + 10z 2 + 2xz + lOyz — 2z — 2 — 0. 


解 用配方法将二次项部分化成 T 方和: 


Q(x ， y, z) = (x + 2y + z) 2 + y 2 + 9z 2 -F 6yz — 2z — 2 

=(x + 2y + z) 2 + ( 2 / + 3z) 2 - 2(z + l) 2 . 

令 z' = a: + 2 y + 2, 2 / = y + 32 , 2 / = 2 + 1，厂•是得二次曲面的标准方程为 


x ，2 -f y ,2 - 2z f = 0. 
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例 8.15 讨论仿射空间 R 2 中二次曲线: r 2 +xy + 2 / 2 + 4 a ; + 3 y + 4 = 0. 
解写出二次项部分的矩阵为 



易知 A 是正定 矩阵.解中心方程组 Ax - f - 6 = 0,得中心 ( x 0 , y 0 ) = (一|，一|)，且 
Q { xo , yo ) = 警/ 0. 因此这是一个 擁圆. 

8.3.2 度量分类与不变霣 

现在考虑欧氏仿射空间中二次曲面在直角坐标系下的方程能化简成什么形式. 
和在仿射几何中一样，只需考虑非柱面的二次曲面. 

I . 非锥面的中心二次曲面.二次函数 g 化到主轴以后，方程形如 

AiXj + • • • + = 1 ， Ai , • • • , A n ^ 0, (8.25) 

其中 M ，…， A n 在不计顺序的情况下是唯一确定的 • 

II . 二次锥面.二次函数 g 化到主轴，二次曲面的方程可以化简成 

Aixi 2 + • • • + A n x n 2 = 0 ， Ai ， . • • ， A n _ 0. (8.26) 

其中 A 1 ? ... ? A U 在不计顺序，且可以同乘非零常数的情况下是唯一的 • 

III . 非中心二次曲面.选取原点，且将二次函数 (? 化到主轴,得方程 

AiXj 2 + . • • + A n _ix n -i 2 + + • • • + b n x n + c = 0 ， 

其中 Ai ，. • • ， \ n . u b n ^0. 改变原点的前 n - 1 个坐标，可以去掉含这些坐标的线性 
项.再改变原点的: Tn 坐标，可以消去常数项.最后乘以适当的常数，得 

Aia ： i 2 + …+ A n «ix n -i 2 = 2x n ， Ai，...，Any / 0 ， (8.27) 

其中在不计顺序和允许同乘 -1 的意义下是唯一确定的. 

和仿射分类情形类似，我们可以将以上分类结果解释为欧氏仿射空间中二次曲 
面在等距变换或运动下的分类. 

例 8.16 求欧氏仿射空间 R 2 中下列二次曲面的标准方程： 

Q{x\,X 2 ) = 7x\ 2 — 12 x\X2 — 2x2 2 — 16xi + 28x 2 — 8 = 0. 


解二次项部分 ^( xi , x 2 ) = 7 xi 2 - 12x x x 2 - 2 x 2 2 的矩阵为 



8.3 二次曲面 


求出>1的特征值为 At = 10和 = -5.于是 g 的规范形为 10 a 2 - 5 x 2 2 . 解中心 
方程组： 

J 14 xi — 12x2 ~ 16 = 0 , 

^ 一 12x ^ — 4 x 2 4~ 28 = 0 . 

得中心 （ 2 , 1 ). 计算得 Q ( 2 , l ) = - 10 . 因此这是一条双曲线，它的标准方程为 10x 2 - 
5 y 2 = 10. 

例 8.17 求欧氏仿射空间 R 3 中下列二次曲面的标准方程： 

Q = 4 xi 2 + 4 x 2 2 + 4o?3 2 — 4xiX2 — 4x 2 x 3 - 4xiX3 - 5 xi + 7x2 + 7:3 + 1 = 0. 

解 二次项部分的矩阵4的特征值是 A 1>2 == 6 和 A 3 = 0 ,于是 g 是退化的. 
Kerq = E 0 ( A ) 由 e = ($，士， $) 生成， M e ) = 3\/3. 中心方程组 Ar + 6 = 0,即 

{ 8xi — 4 x 2 — 4 x 3 ~5 = 0, 

-4 xi - 1 - 8x2 — 4 x 3 + 7 = 0， 

-4 xi - 4 x 2 4- 8x 3 + 7 = 0， 

无解. 因此这是旋转抛物面，它的标准方程为 

6 xi 2 -f 6 x 2 2 - 3\/3x3 = 0 . 

下面我们用矩阵运算重述二次曲面在直角坐标系下方程的简化过程.记 r = 
( A ，…， Xn ) T , b = ( bi r ..， bn ) T . 则二次曲面的方程可写成如下形式： 

S: Q(r) = r 丁 ylr + 26 T r + c = 0 ， (8.28) 

设 P 为正交矩阵,作直角坐标变换 r == Pr ' + 以后， X 的方程化为 

r ,T (P^APy 2(A5 + 6) T 7V + Q ⑷ = 0. (8.29) 


也可写成如下 形式： 方程 



(8.30) 


经直角坐标变换 



(8.31) 



化为 


(8.32) 
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即 



P T AP P ^ iAS -^ b ) 


(AS-i- b) T P 


Q ⑷ 



0 


(8.33) 


若 6 = 0,则所作变换是保持原点不动的直角坐标变换 ： r == / V ; 方程化为 


r , T { P T APy + 2 P T br , + c = 0. 


若 P = I ， 则所作变换是平移坐标变换 ： r = r / + S i 变换后的方程为 

r /T At 1 -h 2(A5 十 6)〆 + Q{5) = 0. 


定理 8.10 在欧氏仿射空间中，任意二次曲面 X ( Q ) 的方程可经适当的直角坐 

标变换 r == /V + 5化为以下情形之一： 

1) Aiyi 2 + …+ 入 ityjk 2 = 1，当 rank ( i 4,6) = ranl ^4, Q ⑷ 一 0时； 

2 ) Ai^ 2 + . • • + XkVk 2 = 0,当 rank ( A , b ) = raiikA , Q ⑷ = 0 时； 

3) Xiyi 2 + ... + XkVk 2 = 2无„，当 rank ( i 4,6) ^ ranki 4 时. 

证当 rarik ( A , b ) = rank / 时，存在 5 € R n , 使得 A 5 + 6 = 0 . 因为 4 是实对 

称矩阵，所以存在正交矩阵尺使得 P T AP = diagA ，…， A n )， 其中 M ，…，为 A 
的特征值.作坐标变换 r = Pr ^ S , 得简化方程 

入 lj / l 2 + …+ ^ nPn 2 + Ci =0， 


其中 Q = Q(5) • 得 1) 或 2). 

当 rank(i4,6) ^ rank4 时，必有 rank(^4,6) = rankv4 + 1, rank^l < n . 故有正交 
矩阵 P ， 使得 P T AP = diag ( A !,. • • ，\，0…，0 )， fc < n •于是 

fP T 0\ / >1 b \ fP 0\ _ / P T AP P T b \ 

V 0 l) \ b T cj Vo l) = { b T P 1 J* 


设 4 = 尸丁卜⑷ ，…， 4) 1 , 取 〜=( 一舍 ，… ， — 僉， 0,.",0) 丁，则 


In 



P T AP P T b 


b T P 


c 



In 6 X 
0 1 


A x 0 0 


0 0 
0 a 1 


a 


其中 A = diag ( Ai ， …， A *：), 若 a 一 0, 即 q = | a | / 0,则 是 
量，可作为某个 （n - A :) 阶正交矩阵忾的第 （n - A :) 列. 


k 


中的单位向 



diag M ，…，…，0, 




0 

0 

a T Pi 
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原方程化为 A 2 - v ^ 2 ' - V 2 x 3 f = 0. 再作直角坐标变换 



得二次曲面的标准方程为 x〃 2 - 2 t 2 〃 = 0,由此看出二次曲面是一个抛物柱面 • 
二次曲面的度 M 性质，即在等距变换下的不变性质.若/是一个等距变换，则 
二次曲面 X 与 f ( X ) 在同一直角坐标系下的方程，可视为 X 在不同直角坐标系下 
的方程.因此度最性质也可以说是与直角坐标系的选取无关的 性质. 

定义 8.21 设 g 是由二次曲面 X 的方程的系数给出的函数.如果在经过任意 
直角坐标变换（保持原点不动的直角坐标变换；任意平移坐标变换）后，^的函数值 
不变，则称 9 &X 的一个正交不变 M , 简称不变量（正交半不变 M ， 简称半不变 
平移不变董). 


取知=(0 , _ • • ，0, —2 r ) t , 则有 



以上过程表示 X 的方程经相应的直角坐标变换后可化为 3). n 

例 8.18 将直角坐标系中下列二次曲面化为标准方程，并指出其 类型. 

4 x \ 2 -f X2 2 4 - 4a ； 3 2 - AX\X2l — 4o ； 2^3 + 8x1X3 — 12 xi — 12 X 2 + 6a：3 = 0 . 

解 将方程写成 r T v 4 r + 26 T r + c = 0,其中 

>1 = I — 2 1 -2 | ， r = I x 2 I ) ^> = I -6 I . 

V 4 -2 A ) \ xj V 3 / 

矩阵 4 的特征值为9, 0, 0. 解出属于9的一个特征向量 61 =(2, - 1，2广，和属于0 
的两个止:交的特征向 M e 2 = (1，0, - 1) T , e 3 = (1,4, 1) T . 将它们单位化后组成 iE 交 
矩阵经直角坐标变换 r = / V ，即 


, / / 
12 3 


/ 


\ 


/ 


f》Il 

^-2 o ^ 


2 13 113 2 13 


\ 
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矩阵4的特征多项式是方程 Q ( r ) = 0的系数的函数.经直角坐标变换 （8.31) 
后,矩阵乂变成了 A = P T AP . 因为>1与，相似，所以它们的特征多项式相等.因 
此 A 的特征多项式是 X 的不变撤，于是 A 的特征多项式的系数与特征值也都是久 
的不变量.因此 A 的特征多项式与特征值也称为二次曲面 X 的特征多项式与特征 
值. 

在3维欧氏空间中，设 X 的特征多项式为 C ⑷ = t 3 - C 7 〆 2 + — C 3 .令 

3=(3 ^, C 4 = det 4. 由 (8.32) 知 C 4 也是 X 的不变量.另外，令 


Ki = 




^22 
+ fl 32 
^2 


«23 

«33 

^3 


^2 
办3 


定理 8.11 设 X : Q ( r ) = 0 为二次曲面，则是半不变鬚：. 

证 由 （8.32) 知，当 （5 = 0时，矩阵4的特征多项式不变，所以它是半不变 
M , 记为 D ( t ) = t 4 一 D x t 3 - {- D 2 t 2 - D 3 t + LU . 所以 A 都为半不变 M , 且 A = 
Ci + c , D 2 = C 2 + K u D 3 = C 3 + K 2 , LU = C 4 •又 Ci 都为不变量，于是 A ， 

是半不变 M . □ 


8.3.3 3 维实二次曲面的几何性质 

我们知道，在空间中取定仿射坐标系以后，每个点可用三元实数组表示，图形可 
用方程来描述.前面我们用坐标变换和不变 M 方法讨论了二次曲面方程的化间和 
分类.现在我们从方程出发直接讨论三维实仿射空间和欧氏空间中二次曲面的几 
何性质.代数上处理方程时，有时要在复数范围考虑问题，因此，我们把至少有一个 
虚数的三元数组称为虚点，也称所考虑的空间为实-复仿射空间. 

在空间中固定一个仿射坐标系和一个二次曲面 x •设 x 的方程为 


anx 2 -f a 2 2y 2 + 勿 3: 2 + 2 ai 2 xj / + 2 a\^xz -f ^ a^yz + 2 b\x -h 2 \> 2V -f 26 3 z + c = 0. 


令 a ij = a ji ， 1 < < < « 7 ' < 3 •记 r = ( x , y , z )^, A = { dij ), b = { b \ »^ 3 )^* 记 
q ( r ) = r T > lr ? /( r ) = 6 T r = r T 6 •将 X 的方程写成矩阵形式： 

Q ( r ) = q ( r ) -f Z(r) + c = r T Ar 4- 26 丁 r + c = 0 ， (8.34) 


现在我们考虑二次曲面和直线的相关位置.设育线 /过点 r 0 = 方 

向向董 为 v = ( Z ， m ， n ) T ， 则€的方程为 


r = ro -h tv , (8.35) 

为了讨论它们的交点，把 (8.35) 式代入（8.34)，整理得一关于《的 方程： 


二次曲面 


4- 2(( Ar 0 -h b ) T v)t - I - Q ( r 0 ) = 0. 


(8.36) 


1) 当咖 )/ 0 时，方程 (8.36) 是关于 f 的二次方程.它的判别式为 

△ = 4((> lr 0 + b ) T v ) 2 - 4 q ( v ) Q ( r 0 ). 

因此 £ HX 为两个不同实交点 （△> 0)、两个重合实交点 （△ = 0)、或一对共轭虚点 
(A > 0). 

2) 当咖)= 0时，方程 (8.36) 是关于 f 的一次方程•当 ( Ar 0 + b) T v / 0时， 
直 线/与 X 有唯 一一 个 交点； 当 ( Ar 0 + b) T v = 0, Q ( r 0 ) # 0时，， n X = 0;当 
(4 r 0 + b) T v = Q ( r 0 ) = 0 时 ， f g X . 

定义 8.22 称方向 v 为 X 的渐近方向，如果 g ( V ) = v t Av = 0 ; 称方向 v 为 X 
的奇向，如果如= 0;称方向 u 与 u 关干义共扼,如果 v T Au = 0. 

注意，我们用非零向量代表方向，但一个非零向 M 和它的非零倍代表同一方向. 
显然，以上定义是合理的 • 

显然，渐近方向就是自共轭 方向； 奇向就是与每个方向都共轭的方向，奇向必为 
渐近 方向; 但二次曲面有可能没有实渐近方向，如椭球面. 

定理 8.12 二次曲面 X 总有无穷多个渐近方向，有无穷多个非渐近方向，总有 
••三个不共面的实的非渐近方向. 

证 q( Xl y ， 2 ) = 0是三元二次齐次方程，它有无穷多个非零解（含虚解)，故 X 
有无穷多个渐近方向. T 面^ = 1与曲面 (?( r *) = 0的交线 

Q(r) = 0 , 

z = 1 

是二次曲线.于是在平面2 = 1上有无穷多个点 ( x , y , l ) 不在 C 上，因此 q ( x ， y ， l ) 士 
0,即 r = ( x ? t /, l ) 不是 S 的渐近方向.特别，在平面 2 == 1上，在 C 外可取到三个不 
共线的点，它们的位置向 M 就是 S 的三个不共面的实的非渐近方向. 口 

定理 8.13 二次曲面 X 总有三个不共面但相互共轭的方向，它们中可以有 
ranki 4 个非渐近方向，3 — rankA 个 奇向. 

证因4是3阶实对称矩阵，所以欠有三个特征值 A !, A 2 l A 3 t 其中 rank / 
个非零，对应有三个特征向 tt W ， ”2，灼，使得如 i = 且 vjvj = Sij , 从而 
vj Avj = Sij , 1 ^ i , j ^ 3. □ 

定义 8.23 称 r 0 为的中心，如果 Ar 0 + b = 0 . 位于 X 上的中心称为5的 
奇异点. 

显然,原点为 X 的中心，治且仅当 Q ( r ) 不含一次项. 
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定理 S . l 4 r 0 为 X 的中心，当且仅当 r 0 为 X 的对称中心, SP ， X 上任意一点 
关于的对称点仍在 X 上. 


证 设 w 为义 的非渐近方向，直线 £ ：r = r 0 + fv 与 AT 相交于两点 ： n =: ro +“ z ; 
和 r 2 = r 0 -f t 2 v , 这里 L 是二次方程 （8.36) 的两个根.于是的中点为 

+《2)仏因为 


亡1 + <2 = 一 


2( Ar 0 4- b) T v 
9⑻ 


所以， r Q 为 S 的对称中心当且仅当 ( Ar o -^ b) T v = 0 对任意非渐近方向 V 成立.由 
定理8.12,存在不共面的实的非渐近方向％的，办因此,上述条件等价于 ( Ar 0 -f 
b) T Vi = 0 ， i = 1，2，3,等价于 >^0 +6 = 0. □ 

线性方程组 Ar + b = 0 称为二次曲面 X 的中心方程组，即 

{ anx 4 - a\2V 4 - a\zz + & = ()， 

a2\x -f a22V -I- -f 62 = 0, (8.37) 

a 3 \x - I - a 32 y + a 33 z + 6 3 = 0. 


定义 8.24 如果二次曲面 X 有唯一中心,则称 X 是中 心的; 如果 X 的中心构 
成一条直线，则称 X 是线 心的； 如果 X 的中心构成一平面,则称 X 是面 心的； 如果 
X 无中心，则称 X 为无心的，否则称 X 是有心的. 

例 8.19 椭球面、双曲面、二次锥面均为中心二次 曲面； 椭圆柱面、双曲柱面 
与相交平面都是线心二次 曲面； 平行平面与重合平面为面心二次 曲面； 双曲抛物面、 
摘圆抛物面都是无心二次曲面. 

根据定义及线性方程组知识，中心二次曲面无 奇向； 线心二次曲面的奇向为中 
心所成直线的 方向； 面心二次曲面的奇向为中心所成 T 面上直线的方向. 

如果1；为二次曲面 X 的非奇向，则方程 


{Ar -\- b ) ] v = [ Av) T r 4 - b T v = 0 (8.38) 

表示一个平面，我们称此平面为共轭于方向^的径面，或 v 的共轭径面. 

如果 V 为二次曲面 X 的非渐近方向，则直线 h r = r 0 + h ; 与 X 的交为两点 
(包括虚点，重合点)： n ， r 2 . 线段 nr 2 称为 X 的一条弦. 

定理 8.15 设 X 为二次曲面.则有以下 结果： 

”若 v 为非渐近方向，则 r 的共轭径面 tt 是平行于 I ；的弦的中点的 轨迹； 

2 ) 若 X 是有心的,则平面 tt 为径面当且仅3 X 的所有中心 r e 7 T ; 

3) 若 v 非奇向，则〃为渐近方向当且仅当 T •行于它的共轭 径面； 

4) v 为奇向当且仅当1；平行于所有径面. 


8.3 二次曲面 
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证 1) 设 r 0 为一条 f •行于 1 ； 的弦的中点，则此弦所在直线为 r = ro + 汍 端 
点为 r 0 + “ V ， i = 1 ， 2, 其中 h ， f 2 为方程 （ 8.36) 的两个根.故 + ( 2 ) = 0, 即 r 0 
满足方程 （Ar + 6) T v = 0, 即 ro € 7r. 

2 ) 若 r 为 X 的中心，则 Ar -\-b = 0 . 故对任意方向 V ，有 （Ar + b) T v = 0. 因此, 
如果 7 T 为径面，则 r e 7 T . 反之，若平面 7 T 包含 X 的所有中心，则 7 T 的方程可写成 
{Ar + b) T v = 0, BP ( Av) T r + b T v = 0.由于 tt 为平面，故如/ 0,即 t ; 为非奇向，因 
而 7 T 为 I ；的共轭径面. 

3) 非奇向 t ; 的共轭径面 7 T 的方程为 (8.38). 于是 1 ；与 7 T 平行当且仅当 v J Av = 0 i 
即^为渐近方向. 

4) 若 v 为奇向，则如= 0,于是 v 与任何方向共轭，故 I ；平行所有径面.反之， 

由定理 8.12 知，存在三个不共面的非渐近方向.若 t ; 平行它们的共轭径面，于是 
与这三个方向都共辄,故= 0,即 I ；为奇向. 口 

定义 8.25 设 X 是中心二次曲面.过 A ： 的中心的直线称为 X 的直径.若两 
条直经的方向关于 X 共轭，则称这两条直经共轭，或称它们是共轭直径.若 A ： 的一 
条直经彳的方向为 〃， 则1；的共轭径面也叫做共轭于彳的径面. 

定理 8.16 设 A ： 是中心二次曲面•若 X 的一个径面 tt 的方程为 

lx -h my -h nz -h p = 0 , (8.39) 


则 X 的共轭于 tt 的直径 £ 的方程为 


竿=亂懇， (8.40) 

I m n 

其中 Fi ( r ) - dux -f a i 2 y -\- a i3 z + 6“ i = 1，2， 3. 

证设为 X 的中心， v 为 t 的方向，则，的方程为 r = r 0 - I - tv , « € R . 共 
轭于 f 的径面 tt 的方程可写成 ( Av) T r + b T v = 0. 对比方程（8.39)，得 （>4 t ;) T 与 
( Z ， m ， n ) 成比例.又 r 0 为 X 的中心，故 > lr 0 + 6 = 0. 对任意 r = ( x ， y ， z) T € 有 
r - r 0 =如，因而乂 r + 6 = A(r - r 0 ) = tAv . 由此知，的方程为 (8.40). □ 

定义8. 2 6如果直线€和二次曲面 X 有两个重合的交点或€ g X ，则 称/为 
X 的切线，交点称为切点. 

若点€ X ,则 Q { r 0 ) = 0. 因此，过点 r 0 € X ，方向向 M 为 r 的直线 t \ r - 
r 0 + h 是 X 的切线当且仅当 04 r o + b) T v = 0. 因此，过 X 的奇异点的任一直线都 
是 X 的切线，过 X 的非奇异点 ro 的所有切线构成一个 平面： 

( Ar 。 + 6 ) T (r - ro ) = 0， (8.41) 


称为 X 在非奇异点 ro 处的切平面. 
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定义 8. 2 7 X 的通过点 ro 的渐近方向直线全体构成一曲面，称为 X 的过 ro 
的渐近方向 锥面; 通过 X 的中心的渐近方向锥面称为 X 的渐近 锥面; 通过 X 的中 
心的渐近方向直线称为 X 的渐近线. 

根据定义, X 的过点 r c 的渐近方向锥面为： q ( r - r 0 )= 0 . 特别地,过原点 O 的 
渐近方向锥 面为： g ( r ) =0. X 的渐近锥面为 

[Ar + 6 = 0， 

U 令。. (8 - 42) 

例如，二次曲面 X : lx 2 + my 2 + nz 2 = l 上点 r 0 = ( x 0 ， y 0 , z 0 ) T 处的切平面方 

程为： lxo(x — Xq) + myo(y - y Q ) 4- nz 0 (z - z 0 ) = 0, BP 


Ixqx -1- myoy -f nzoz = 1. 

不难推出，平面 7 T : Ar + By + + D = 0 与 X 相切的充要条件为 

A 2 B 2 C 2 . 

+ — + — = D 2 . 


m 


n 


因此 X 的与平面 TT 平行的切平面的方程是 


Ax ^ By -^ Cz ^ 82 ° 2 



771 


n 


下面给出 3 维欧氏仿射空间中二次曲面的一些几何性质. 

定义 8 . 2 8二次曲面的特征向量的方向称为主 方向； 共轭于主方向的径面称为 
主 径面; 具有主方向的直径称为主直径. 

从主方向的定义，对称矩阵及共轭方向的性质，立即得下面结论. 

命题 8.11 设 X 为二次曲面. 

1) X 的特征值为实数，且不全 为零； 

2) 不同特征值对应的主方向互相垂直 共轭； 

3) 特征多项式的单根对应唯一的主方向，它的二重根所对应的主方向是和一平 
面平行的一切方向，且垂直于此甲面的方向也是主方向，三重根时，任何方向都是主 
方向， 一 定有三个互相垂直共轭的主方向； 

4) 奇向是对应特征值 0 的主方向，非奇渐近方向不是主方向. 

定理 8.17 v 为 X 的主方向的充分必要条件是存在两个不共线的与 1 ； 既垂莨 
又共轭的 方向. 

证设 t 为主方向，故有如= Ar . 因而任何与 t ; 垂直的方向也是勺1；共轭的 
方向. 于是存在不共线的的，？; 2 与，既垂直又共轭.反之，设 M 与 t ; 垂直共轭. 
由 (Av) T Vi = 0， i = 1, 2知， i 4 v 与叭， V 2 垂直，故如与 P 共线，即 Ay = M •故 v 
是特征向 M ， 即主方向. 口 
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推论 8.4 设 A ： 为二次曲面.设1；是 X 的非渐近方向.则1；为主方向当且仅 
当1；垂直于它的共轭径面.此时，〃的共轭径面 ttJ ^ X 的对称平面. 

证 v 的共轭径面是与如垂直的平面，因此，为主方向，当且仅当 Av 与 v 
平行，当且仅当〃垂直于它的共轭径面.又 7 T 是由 T 行 t ； 的弦的中点组成，故 7 T 为 
X 的对称平面. 口 

8.4 射影空间 

8.4.1 射彩空间的定义 

实际生活中，对地面景物摄影或作画，我们会发现平行线的像一般会相交，相等 
的线段的像一般并不相等.这说明地面到画面的变换不是仿射的.我们的视网膜也 
有同样的成像规律，实际上平行的直线看起来似乎在远处会相交.又如，观察贴有 
圆形遮光物的灯泡在地板上的投影.当遮光物位于光源正下方时，其在地板上的投 
影像的边界是圆.但是当我们将遮光物沿水平轴旋转时，其像会依次由圆变为椭圆、 
扁椭圆、抛物线、双曲线的一支.这些都是所谓中心投影的例子. 

设平面 7 T 和 〆 是两个相交平面，是不在这两个平面上的点.将平面 7 T 上的点 
V 变到平面 V 与直线 Op 的交点 〆 的法则称为平面 7 T 到平面 7 T ' 上以 0 为中心的 
中心投影.显然，中心投影保持点的共线关系，但不保持平行关系.而且,对于平面 
7 T 上点 m ， 如果 am 与 7 T ' 平行，则 m 在此中心投影下没有像，这样的点组成一条直 
线.同样，在平面 〆 上也存在一条直线，它上面任一点都没有原像. 

为了研究中心投影，考虑直线把0,称为射影平面，它的“点”是过投影中心 o 
的直线，这样的直线与投影平面 7 T 的交点称为对应“点”的像，平行于平面 7 T 的直 
线所对应的“点”没有像（但如果投影到另一平面/的话，它们就有像了)，这样的 
“点”称为关于平面 7 T 的“无穷远点”. 

另一方面，在直线把 O 中，位于同一平面的直线组成一个经过投影中心0的平 
面,对应的“点”的集合自然地称为射影 T 面的一条“直线”.这样的一条直线去掉 
无穷远点就可以用平面 7 T 上一条普通直线代表.唯一的例外就是与平面 7 T 平行的 
T •面所对应的“直线”，它由关 于平面 7 T 的无穷远点组成，在平面 7 T 上没有代表.此 
直线称为关于平面 7 T 的无穷远直线. 

以上构作可以解释为在普通仿射 T 面上添加一条无穷远直线，使仿射平面上所 
有平 行直线上添加同一个无穷远点.这样一来，平面上任意两条直线相交于一点，中 
心投影就被扩充为映射了. 

将以上构作推广到任意数域上高维空间，我们有如 F 定义. 

定义 8.29 设 V 是数域 F 上一个 （n + 1) 维向 M 空间， K 的所有1维子空间 
构成的集合称为一个 n 维射影空间,记为 P(V). 对于每个 (k + 1) 维子空间 y s F ， 
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子集 P ( U)C P ( V ) 称为射影空间 P ( V ) 的一个 fc 维平面.特别地, 0维平面称为点， 
1维平面称为线 ， （n - 1) 维平面称为超平面. 

数域 F —般是 R 或 C . 对于实数情形，这和我们的直觉是一致的 • 

例 8.20 n 维射影空间 P ( R n +1 ) 是 R n +1 中过原点的所有直线组成的集合.由 
于每条这样的直线与单位 n 球面 


5 n = 


交于 两点.因此 P ( R n +1 ) 就是且将的对径点等同，等价地，去掉上半球面， 
将赤道圆上的对径点等同.特别地， P ( R 2 ) 就是 R 2 中一个半圆，且将半圆的两个端 
点等同. P(R n+1 ) 也写成 P n (R). 

按定义， P(V) 中每个点对应 V 中一个1维子空间，它由一个非零向童唯一确 
定.对于0 / z e 1维子空间⑼作为 P(V) 的一个点，记为 i ， 称向董： r 是 
点壬的代表向量或齐次向量.显然，若一 0,则 fcr 也可作为点 f 的代表向最，即 

A 

kx = x. 

定义 8.30 设 （ e 0 , Cl ， … ， e„) 是 K 的一个基.对于 P(V) 中任意点 f ， 向鸶: r 
关于基 （句， 的坐标称为点 f 的齐次坐标.齐次坐标为 吻，々 ，…， 〜 的点 
也记为 ( x 0 : xi :•••:〜). 

设 S 是空间 V 的一个不过原点的超平面， K 是其方向子 空间. 定义 

fs ： P(V) \ P(Vs) -> 5, x^(x)DS 1 

其中 V\l ^， 参见图 8.3. 




定义 8.31 超平面 S 和映射厶一起称为射影空间 P ( V ) 的一个仿射图.射影 
空间 P ( V ) 的超 T •面 P ( Vs ) 上的点称为关于仿射图 S 的无穷远点. 
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点的齐次坐标不同于通常意义下的坐标，它们可以相差一个非零常数倍，且不 
能同时为零. P ( V ) 中一个点在一个仿射图中的像的仿射坐标称为非齐次坐标.和 
齐次坐标不同，关于给定仿射图的非齐次坐标是唯一确定的.但是,并不是每个点都 
有非齐次坐标，无穷远点没有非齐次坐标.下面我们来求齐次坐标和非齐次坐标之 
间的关系. 

设 （ e 0 , q ， 是 V 的一 个基. 考虑仿射图& = e 0 + 〈 ei ，…， e n 〉. 如图8.4, 
点壬 = ( a : 0 : xi :…：: c „) 在私上的像是点 

工 1 ^TX 

eo H - -f - h —e n ， 

工 0 2/0 

它在标架 ( e 0 ; ei ? ..*, en ) 中的仿射坐标为琵，…，因此，对于给定的仿射图和标 
架，点（工0 :工1 :…：工 n ) 的非齐次坐标是… X 0 = 0的点是关于的无穷 
远点 • 令 17。= {(®0 : Xi ： - : X n ) : Xq 7^0)} C P(V), JR !| 

Uo ^ F n . 

特别地，可将 ，( F ) 看成和 ^{ F ) 的并集，即 

P n (F) = F n UP n ~ l {F). 

类似地， Xi = 0 的点是关于仿射图 Si = ei -\- ( e 0 , ei , • • • , ej _ i , e i+ i , e n ) 的无穷远 
点.在仿射图民上，点 f 的非齐次坐标为 

^i—1 工 4 十 1 x n 

Xi ' ' Xi 1 Xi ' ' Xi 



图 S Q ，Su …、 s n 形成一个覆盖 P { V ) 的图集. 

例 8.21 P 2 ( R ) = K 2 uP l ( R ) y 即实射影平面是 R 2 和一条射影直线的并•用 

齐次坐标表示，射影直线 P l W 就是= 0,所以它对应 R 3 的一个由（0,1，0)和 
(0,0,1) 张成的2维子空间 . R 3 的任意二维子空间可表为 

aoxo + a\X\ + a2X2 = 0 - 
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若 a 〗， a 2 不全为零,贝! I 它与 S 0 = {( l , xi , x 2 ) : xi , x 2 6 R } = R 2 相交于 

0 = ao + ai(x x /xo) -f a 2 (x 2 /x 0 ) = ao + aiyi + a 2 y 2 , 

这是 R 2 中的一条以仍， y 2 为坐标的普通直线，作为射影直线，它上面还有点 （0 : 
a 2 ： - ai ). 反之， R 2 中任意直线可唯一地扩充为 P 2 ( R ) 中一条射影直线.两平行直 
线添加同一点 (0 : a 2 : - a 0 都成为射影直线，所以两平行直线交于无穷远直线上一 
个无穷远点. 

定理 8.18 —个射影空间中任给 （ A : + 1) 个点,存在一个维数小于或等于 A : 的 
平面通过这些点.而且，如果没有一个维数小于 fc 的平面通过它们，则有唯一的一 
个 fc 维平面通过它们. 

证 用向量空间的语言来说，这是一个明显的事实：任意 （ A ： + l) 个向量含在 
一个维数小于等于 （fc + l ) 的子空间中,如果它们不含在一个维数小于 ( k +1 ) 的子 
空间中,则一定含在唯一的一个 （fc + 1) 维子空间中. □ 

定理 8.19 设川和 n 2 是 n 维射影空间 P(V) 中的两个平面.如果 diiiin! 
dimll 2 彡 n ， 则贝 n n 2 一 0 ， 且 

dim(Ili D II 2 ) ^ dimlli + dimll 2 — n. (8.43) 

证如果 n ! = P ( t / i ), n 2 =尸(!7 2 )，则 

dimC/i + dimC /2 = dimlli -f dimll 2 + 2 彡 n + 2 > dimK 

因此 u x nu 2 ^ 0 , 于是 ih n n 2 = P ( u x n f / 2 ) / 0 .且 

dim(C/i D t/ 2 ) > dimt/i 4- dimt /2 — dimV, 

于是 (8.43) 成立. □ 

8.4.2 射彩变换 

每个非奇异线性算子 a e GL ( K ) 将 V 的每个1维子空间映到 K 的一个唯一 
确定的1维子空间.因此算子 a 诱导 P ( V ) 的一个变换. 

定义 8.32 设 a e GL ( V )， 映射 P ( a ) : P { V ) ^ P ( V ), x ^ a ( x ) 称为射影变 
换. 

显然， 一 个射影变换将 P ( V ) 中一个 T 面映到同维数的另一个平面.映射 a ^ 
P ( a ) 是群 GL ( V ) 到射影空间 P ( V ) 的变换群的一个同态，其像是 P { V ) 的所有射 
影变换组成的群,称为一般射影群，记为 PGL ( V ). 

引理 8.2 同态 a ^ P(a) 的核为 {Arid: ke F*}. 
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证如果算子 a 将 V 的1维子空间映到自身，那么 V 中每个非零向贵都是 a 
的特征向显然， a 的属于不同特征值的特征向量的和不是 a 的特征向量.因此， 
的所有特征值相同，从而 tr 是一个数量算子. 口 

考虑射影变换 P { o ) 在一个仿射图 S 上的作用.线性算子 a 作为一个从超平面 
S 到超平面 a ( S ) 的仿射映射作用.对于 x e S ， 点 P ( a )( x ) = a ( x ) 在图 S 上的像 
是点 a ( x)E 在 S 上的中心投影（中心为原 点). 于是，我们可以说，从仿射图观 
点，一个射影变换是一个仿射映射和一个中心投影的乘积. 

考虑射影变换的坐标形式•设 （ e 0 , ei ，…， en ) 是 V 的基，4 = ( aij ) 是线性算子 cr 
关于此基的矩阵.考虑由仿射图&的标架 ( e 0 ; e lr -, e n ) 确定的射影空间 P ( K ) 的 
非齐次坐标.设点 P ( V ) 的非齐次坐标为 Xi , • • • ， a : n ， 即: e = eo + a: iei + • • -+ x n e n , 

设仍，•••，％为其像点的非齐次坐标，则 


yi= ai °tp^ Qi ^ i = l ， … ， n. 

°00 + aojXj 


(8.44) 


例 8.22 复射影直线 P l ( C ) 到自身的射影变换是一个线性分式变换 


ax + b 
cr + cT 


ad — be ^ 0, 


当 C # o , 点映到无穷远点，而无穷远点映到点 f . 

事实上， P l ( C ) 中点可用齐次坐标表为 （ x 0 :別)，则 P l ( C ) = CU { oo }， 其中点 
oo = ( l :0). 设可逆线性变换 a •• C 2 — C 2 在标准基下的矩阵为 

/ a b \ 

^4 = f ^ J , ad — be ^ 0 


那么 P l {C) 的射影变换 P(a) 为 F(cr)((o；o : Xi)) = (axo + f>x x : cx 0 H- dxi ). 如果 
工 l ¥ 0, 则 （吻 : x\) = (x : 1), 于是 P(a)((x : 1)) = (ax b : cx d ). 如果 cx -f d ^ 0, 
可将 F ( a ) 写成 

P ( a )(( x : l ))=(^: l ). 

这就是 Mobious 变换的通常形式.即： r ^ 射影几何的优点在于，点 oo 没有 

特别的地位.如果 cx + d = 0,可以写作 


P((t)((x : 1)) = (ax + 6 : cx + d) = (ax + 6 •• 0) = (1 : 0) 

如果 X = oo, BP (xo : X\) = (1 : 0), 则写作 P(cr)((l : 0)) = (a : c). 

例 8.23 将 P 2 (R) 看作 R 2 U P^R ), 其中无穷远直线是抑 = 0 . 设线性变换 
a : R 3 R 3 关于标准基的矩阵为 

(d b x b 2 \ 

C\ an a\2 I . 

\ C 2 ( i 2\ a 22 / 


B = 
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则 P ( a ) * (1 : X ! : x 2 ) 上的作用可以表为 



1 


6 • x + d 


(Ar + c )， 


x = 


(x 1 ,x 2 ) t e R 2 , 


其中 A = ( aij) y b = (6i,6 2 ), c T = (ci,c 2 ). 这就是 Mobious 变换的 2 维形式. 

例 8.24 在 P 2 ( R ) 中取两条直线 P ( U) y P ( tn . 设6是 P ( V ) 中一个不在 
P ( U) y P { U f ) 上的点.对每个0 一 z € f /， 士 € P { U ), 存在唯一的直线连接 S 和 i , 交 
P ( U f ) 于一个唯一点茳所以 


/: P ( U ) P { U f ), x ^ x f 


是一个射影变换.事实上，因为6不在直线尸上，所以 〈 e〉n V = 0,即 V = 
〈 e 〉 ㊉ f /'. 所以: r 可以唯一地表为 x = 〆 + X '，其中 e ' € ⑻，〆 e tT . 连接 S 和 i 的 
射影直线对应 V 中由 e 和: r 张成的一个2维向量子空间，因此/ = x - ^是 f ( x ) 
的一个代表向童.用线性代数的话来说，映射 x ^ Y 是投影映射 p : V — K 在 
上的 限制. 因为6不在 P ( U ) p 的核为零，因此 ⑻ n f/ = 0, 于是 [/ — £/' 是 

一个同构.因此/是一个射影变换.如果限制到 R 2 中的点，则这个投影如图 8.5. 



如果 a ( S ) = 5,那么变换 P ( a ) 作用在图 S 上是一个仿射变换.下面引理表明, 
空间 S 的仿射变换都是这样得到的. 

引理 8.3 —个不过原点的超平面 5 C K 的每个仿射变换都可唯一地扩充为 

V 的一个线性变换. 

证超平面 S 的一个标架 （ e 0; ei ，…，^)同时也是 V 的一个基，因此，5 
的一个仿射变换/的扩充是 V 的一个线性变换，它将基变到基 

(/( eo ), D ( f )( ei ), D (/)( e n )). □ 

将仿射空间 S 作为射影空间的一片，我们可以说群 GA ( S ) 是 PGL ( V ) 的一个 
子群.由射影变换群定义的几何称为射影几何. 

定义 8.33 —个 n 维射影空间中 （n + 2) 个点称为一个一般位置点组，如果它 
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们中任意 （ n + 1) 个点不在同一超平面，即任意 ( n +1) 个点的代表向童是线性无 
关的. 

例 8.25 —条射影直线上任意两个不同的点可以由两个线性无关的向量代表， 
所以任意三个不同的点是一般位置点组， 

定理 8.20 设 ( p 0 , 扒 ，…, Pn +1 ) 和(如, 仍 … ，如十 0 是 n 维射影空间 P ( V ) W 
两个一般位 It 点组,则存在唯一的射影变换将每个内映到％. 

证设内= i = 其中 q 都是向董空间 K 中的非零向 M . 

由一般位置点组的定义知， ( eo , e u -^ e n ) mV 的一个基，且向量关于此基的 
坐标都非零.适当调整向 M e 07 ei ,---, e n 的长度，可设 e n+ i = e 0 + ei …+ e n . 同 
理设％ =九使 / n+i - /o + /i +--- + / n . 则存在 V 上唯一的线性变换 a ， 将基 
( e 0 ,Q ，…， e n ) 映到基（九 ， A ，…， / n )， 且 c 7( e n+l ) = / n+1 •因此 P ( a ) 是满足条件的 
唯一射影变换. 口 

特别地,射影直线上任意三个不同的点可以通过一个射影变换映到任意其他三 
个不同点.由于这个原因，射影几何中不仅没有两点间的距离的概念，而且没有共 
线三点的简比概念,但有一个共线四点的不变量 • 

定义 8.34 设外， P2 , p 3 , p 4 是射影直线 P ( U)C P ( V ) 上四点.取的一个 
基（仏 e 2 ), 对任意两个向 M w ， € £/，用 det ( u , v ) 表示它们的坐标构成的矩阵的 
行列式.设 Pi = i = 1，2,3,4.令 

det(wi,u 3 ) det(ui,U4) 

(Pi,P2 ， P3 ， P4) = det(ti3 ， W2) : det(u 4 ,u 2 )* 


这个数称为四点 Pl ， P 2 , P 3 , P 4 的交比 • 

交比不依赖 T 代表向读叫及 [/ 中基 （ ei ， e 2 ) 的 选取. 它是射影不变量 • 

设 L 是直线 P ( IJ ) 的一个仿 射图. 取基 （ ei , e 2 ), 使 L = e 2 + ( q 〉. 令= 
e 2 + Aei ， 则: Cj 是图 L 上点 Pi 的非齐次坐标，且 


det ( ui , Uj ) 


工 i 

X 3 


Xi - Xj 


因此， 


(Pl ， P2,P3 ， P4)= 


X\ - X 3 

X3 - X 2 


X\ — X 4 
X4 — X2 


命题 8.12 设 Pl ， P 2 , 的，外是射影直线上四点•则 

1) (Pl ， P2;P3 ， P4) = (P2 ， Pl;P4 ， P3) = (P3 ， P4;Pl ， P2 )， 

2) (P2,Pl ； P3,P4) = (Pl,P2 ； P3>P4) _1 , 

3) (Pl ， P3;P2 ， P4) = 1 - (Pl ? P2 ； P3,P4), 

4) ( 00 ,0; l 7 x) = x. 
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定义 8.35 若 (P1 ， P2;P3,P4) = -1，则称 Pl ， P2, P3, P4 构成调和点列. 

定理 8 . 2 1 ( Desargues ) 设 p, q ， r, p’ ， q f ， r’ 是一个射影空间 P(V) 中不同 

的点，使得直线 P〆 ， W ， rV 不同但交于 一点. 那么三对直线的交点 P qn P ， tf , qr 。 
q f r\ rpHrV 共线 • 

证如图8.6,设三线 p ?/, 以， r〆 交点为 s . 因为 s , p , p / 不同，且位十一射影 
直线上，因而它们处于一般位置，所以可以选取代表向 M d ， a , a '， 使 d = a +心它 
们都是 V 的一个2维子空间中的向量.类似地，可以选取(?， g 7 的代表向 M 6, 6' 和 
r , r f 的代表向童 c , c 7 , 使 d = 6 + 6 '， d = c + c '. 所以 

a — b = b f — a = c ". 



类似地 ， b - c = c ’ — 1/ = a ", c 一 a = a ’ — c ' = 6". 因此 

c " + W ，= =a — b-hb — c-hc — a = 0. 

丁是 a "，6"， ，线性相关，因而在 V 的一个 2 维子空间中.因此，，6"，，所代表 
的 P ( V ) 中的点 p 〃， g "， r 〃共线. 

因为，= a - 所以， 位于 a , b 张成的2维子空间中，故 r〃 位于直线 w 上. 
因为 d f = b f - a \ 所以 r" 位于直线 pV 上，因此 c" 代表点 w flpV. 类似地讨论 

q ' P ”• 定理得证. 口 

定理 8.22 ( Pappus ) 如图8.7,设 p， <?， r 和 p '， q 1 y 是一个射影 T •面 P ( V ) 

中不同的点构成的两个共线三元点组，使得直线即'， g〆 ， rv 不同但交 r 一点.那 
么三交点 qr f C \ q f r ， rp f Dr f p ， pq f Dp’q 共线 • 

证 不失一般性，可设 p t q , r '， c / 处于一般位置.如果不是，那么三个交点中 
有两个相同，结论是平凡的.由定理 8.20, 可以假设 


p = (1 : 0 : 0), q = (0 : 1 : 0), r ’ = (0 : 0 : 1), g f = (1 : 1 : 1). 


8.4 射影空间 


那么直线 W 是由2维子空间 {( 抑，々 ，:^) G F 3 : a: 2 = 0} 定义的，所以位于此直线 
上的点 r 形如 r = (1 : Z : 0)，且因 p # r % 所以 Z _ 0. 类似地，直线 gV 由 x 0 =々 
定义，所以 〆 = (1 : 1 : A :) 且 A ： / 1. 直线 gr ' 由吻= 0定义，直线 ☆由 （1，1，1) 
和（1，/，0)张成的2维子空间定义，所以点 qr ' D q f r 满足 a : 0 = 0,可由（1，1,1)和 
( M ，0) 的线性组合 代表： 

(1，1，1)-（1乂0) = (0，1-*，1). 

直线 r ’ p 由 xi = 0给岀，类似地, rp ’ D r ’ p 由 

(1, /,0) — /(1,1, A :) = (1 — 1 , 0, — Ik ) 

代表.最后，由 xi =巧给出，所以 jV 是 

( l , l ， fc ) + ( fc - l )(0， l ，0) = ( l ， fc ， fc ). 

于是 

(I 一 1)(1 ， fc ， fc) + (1 - f, 0, -/fc) + fe(0,1-/,1) = 0. 

因此，三向贵张成一个 2 维子空间，它们代表的三点位于一条射影直线上. 口 



m 8.7 


8.4.3 对偶原理 

射影几何给出线性代数中对偶概念的一个具体的实现.我们知道，一个向童空 
间和它的对偶空间具有相同的维数，但是它们的元素之间并没有自然的对应关系. 
然而,它们的向最子空间之间却具有自然的对应关系. 

对于每个向讀空间可以自然地联系另一个同维数的向量空间 V %且对于每 
个射影空间 P ( Y ), 我们可以自然地联系一个射影空间 P (^). 首先，我们要用原射 
影空间 P ( V ) 的话来理解 P(vn 中一个点是什么意思. 

根据线性代数中对偶的定义， P ( v *) 的一个点有一个非零的代表向最 /. 因为 
/ / 0,它定义一个满的线性映射/ : K — F ， 且 


dimKer / = dimV — dimF = dimK — 1. 
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如果 A : # 0,则 Kerkf = Ker /. 因此点/ € P { V *) 对应 V 的一个 （dim V - 1) 维子 
空间 UCV, 以及 P(V) 的一个对应的子空间 P(U). 反之， P(V) 的一个超平面定义 
V 的一个维数为 (dimy - 1 ) 的子空间 [/, 于是有一个1维的商空间 V/U 和一个满 
的线性映射 


n:V ^ V / U , 丌 ⑷ =x + I/. 

设0 / u + C / € V/U, 则有线性映射九 ：V — 厂使 tt(x) = f u (x)(u -h U). 因此, 
U = Kcr / U . 如果 w-hU = u-^U 1 那么对 应的尺 与 a u 成比例.因此,超平面 P(U) 
自然地定义一个点 /u e P(V*). 我们证明了如下命题. 

命 H 8.13 —个射影空间 P { V ) 的对偶射影空间 P { V ^) 中的点和 P ( V ) 中的 
超平面一一对应 • 

命题 8.14 在一个 n 维射影空间 P ( V ) 的对偶射影空间 P ( V ) 中，一个 m 维 
的子空间由 P ( Y ) 中包含一个固定的 ( n - m -1) 维子空间 P ( U ) C P ( V ) 的 
超平面组成. 

证如前所述 ， w ，其中 t / 是 V 的子 空间. 所以 f 是一个线性 
映射/ : V — F ， 且满足条件 f(U) = 0,即 f / g Ker /, 所以/定义的超平面包含 
P{U). □ 

特别, P(V*) 中一个超甲面是 P(V) 中一些过定点 X € P(V) 的超平面组成的， 
这就给出了由 a : K @ W ， a(x)(f) = f(x) 定义的射影变换 P(a): P(V) ^ P(V^) 
的一个几何描述.在低维情形，我们可以直观地理解这些特征.一条射影直线中一 
个超平面是一个点，所以有自然同构 POO ¥ P ( V *). 这里对偶并没有给出新的内 
容.但是，在一个实射影平面中，一个超平面是一条直线，所以是 P(V) 中直 
线组成的空间.通过一个定点 P € P(V) 的直线空间构成 P(V*) 中一直线 p°. 给定 
两点 p , g ， 存在唯一的直线连接这两点，所以必有唯一点位于两直线 P °, 上.因 

此，对偶表明，将命题“射影平面上任意两个不同的点确定一条射影直线”应用于 
对偶射影平面即得命题“任意两条不同的射影直线相交于一个点”. 

一 般地，射影空间 P(V) 的结论应用于对偶空间 P(Vn 可以在 P(V) 中得到解 
释.因此，在射影几何中，我们能亊半功倍，一次得到两个定理.以前述 Desargues 定 
理为例，我们得到如下定理. 

定理 8. 23 ( Desargues ) 设 a ， 久 7 , < /?', Y 是射影平面 P ( V ) 中不同的线， 
且点 7 门 7 ' 互不相同且共线，那么连接 an 戌 a ' n #， 和 pn 7 , ^ ny , 
以及 jna , 7 A Ck ' 的线交 r •一 点. 

8.4.4 射影二次曲面 

二次曲面的射影理论是对称双线性型的线性代数部分的几何形式. 

向 M 空间 V 的一个子集称为一个锥面，如果它对数乘封闭.特别地， 一 个二次 


8.4 射影空间 
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曲面 X 是一个锥面，当且仅当 X = X ( Q ), 其中 Q 是空间 K 上一个二次函数.这样 
的二次曲面称为二次锥面. 

对于一个锥面 X ，由 X 中的一维子空间形成的 P ( V ) 的子集称为 X 的射影化. 
显然， px 在一个仿射图 S 上的像是 xns 

定义 8.36 射影空间 P ( V ) 中一个射影二次曲面是向萤空间 V 中一个二次锥 
面的射影化. 

换句话说，若 Q 是向 M 空间 V 上的一个二次函数，则 P ( V ) 的子集 PX ( Q ) 就 
是射影二次曲面，如果它非空，也不是平面. 一 个射影二次曲面在一个仿射图上的 
像如果非空，且不是平面，就是一个仿射二次曲面，但此仿射图像依赖于仿射图的 
选取. 

射影空间 P ( V ) 中一个射影二次曲面 PX ( Q ) 称为非退化的，如果二次函数 <3 
非退化.用齐次坐标， PX ( Q ) 的方程为 

n 

,X n ) = a ij x i x j = a ij = a ji- 

» ， J=0 

在仿射图乂上，可用仿射坐标描述为，…，〜）=0和它与无穷远超平面（关 
于知）的交： Q (0, x ir ^, x n )^0, 

例 8.26 描述 P 2 (R) 上二次曲线 C : xl - x \- x \ = 0. 

解如图8.8,二次曲线 C 在仿射图 S 0 上的像是 椭圆： 4+4 = 1，在关于& 
的无穷远处没 有点. 在仿射图 XQ - X 2 = 1上是一条抛物线： X / = X ?,其中2/ = Xo - f - X2 . 
此时,它在无穷远处有一个点 (1:0: 1). 在仿射图 S 2 上，二次曲线 C 是一个双曲 
线: — 4 = 1，无穷远部分是 两点： （1 : 1 : 0) 和 （1 : -1 : 0). 

也可从仿射图知来看，关于图 X 0 - X2 = 1的无穷远直线 XO ~ X2 = 0的像的 
方程为 x 2 == 1，它与二次曲线 C 交于一点.关于为的无穷远直线 X2 = 0的像与二 
次曲线的像交于两点.因此，可以说，一个抛物线与无穷远直线相切于一点，而一个 
双曲线与它交于两点. 



图 8.8 
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如果二次函数 Q 是退化的，且其核含1维空间〈冲>，对 r - 任意包含在锥面 X ( Q ) 
中的1维子空间〈 V 〉，这个锥面也含2维空间 ( v , vo ). 因此，对于每个点6 二 
次曲面 PX ( Q ) 也含线 ihio , 即它是以吮为顶点的锥面.它在一个仿射图上的像要 
么是一个锥面，要么是一个柱面，这依赖于点〈如》是否在此仿射图上. 

当 F = C 或 R 时，可以选取 K 的一个基，使二次函数 Q 化为规范型.因此在 
复射影空间中，一个非退化的二次曲面的方程可以化为 

工0 2 + A 2 + • •. + = 0. (8.45) 

在实射影空间中，还可以化为 

Xo 2 + a ； i 2 + …+ Xk 2 - Xk+I 2 - X n 2 = 0, ~2~ 彡 < n . (8.46) 

由此可见，所有非退化复二次曲面是射影等价的，非退化实二次曲面可分成 
[^]-f 1个射影等 价类. 根据定理 8.8 和惯性定律，方程 (8.46) 所确定的二次曲 
面对于不同的 A : 不是射影等价的. 


表 8.2 


n 

k 

名称 

仿射图像 

在无穷远处 

2 

1 

二次曲线 

椭岡 

I 

空集 

抛物线 

一点 

双曲线 

两点 

3 

( 

t 

2 

1 

— 

卵形二次曲面 

椭球面 

空集 

椭 M 抛物面 

—点 

双叶双曲面 

二次曲线 

1 

直纹二次曲面 

单叶双曲面 

二次曲线 

双曲抛物面 

两条寅线 


定理 8.24 包含在由方程 (8.46) 确定的实二次曲面 X 中的平面的最大维数等 
于 （n — fc - 1). 

证 显然，由 方程： = ••• = 〜 = () 确定的 fc 维平面 n 0 与二次曲面不相 
交.因为每个维数 >n — k 的平面都与 n 0 相交，所以它们不可能位于二次曲面 s 
上.另一方面，改变基，可以将方程 （8.46) 重写为 

VoVk^l + 2/12/A : 十2 + • • • + Vn-k^lVn + ]Jn-k 2 + • • • + J/fc 2 = 0. 

这表明， (n — k - 1) 维平•面 yo = yi = • * * = 2 /it = 0 位于二次曲面 X 上. 口 

特别地，二次曲面 X 不含直线，当且仅当 k = n - 1, 此时称 X 为卵形面.它的 
仿射图像之一是一个椭圆.当 A : < n - 1, X 称为直 纹面. 
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8.1 节习题 

1 . 证明： 在普通欧氏空间中 ，两点 p，q 的重心组合 kp + lq 是分线段；> 7 成比 U 的点； 如 
果 t > 0,此点位于线段邱内，否则位于线段 pg 的延长线上. 

2. 用重心坐标证明 Menelaus 定理和 Ceva 定理. 

3. 含有两个交错的2维平面的仿射空间的最小维数是几？ 

4 . 设尸 P 2 是仿射空间 S 中两平面，求 dimafF(Pi U P 2 ). 

5. 证明：在欧氏仿射空间中，两平面 八 = Pl + (A 和 P 2 = p 2 + t / 2 间的距离公式为 

d(Pi ， P2) = |orti/ 1+ t/ 2 pTp2|- 


8.2 节习题 

6. 证明，向量空间 K 上的仿射空间 S 的仿射变换可写成一个平移和一个可逆线性变换的 
乘积/ = t b D ( f) y 6 e V\ 且 D ( f ) 不依赖亍原点的选取，但改变原点0为 o' = o + a (cz e V) 
时，向 ft &由向 M b' = 6 + D(/) ⑷ 一 a 取代. 

7. 证明I有不同中心和系数 A:, f 的两个位似变换的乘积，当 W / 1时还是-个位似变换， 
当=1， fc，f # 1时，是一个非平凡的平移. 

8. 证明：在实仿射几何中，所有平行体是相等的. 

9. 设平面沃，其£ S 的方向+空间分别为 W，（i = 1, 2). 假定 

dim5i = dirriiS;，dim52 = dim%， d \ m ( U \ H ^2) = dim ( U [ U C/2), 

.ft s, n s 2 和况门舄同时空或非空.证明 ：存在 fe GA(S ) 将况映到 i = i,2. 

10. 仿射空间中三点的顺序改变时，它们的简比如何改变，可能的最大最小值是多少？ 

11. 证明：欧氏仿射空间的每个保持距离的双射是仿射变换，因而是运动. 

12. 描述欧氏平面上绕不同两点的旋转的乘积. 

8.3 节习题 

13. 设/ : S S 是一个仿射变换， Q 是一个仿射二次函数，证明：== Q/ 也是仿射二次 
函数；如果 X ( Q ) 是有心二次曲面，则 X ( Q f ) = 0 也是有心二次曲面. 

14. 确定二次曲面与宵线或平面的交集： 

1) X = {( x , y ) € R 2 : x 2 + y 2 - 1 = 0 } t £ = {(x,y) € R 2 : x = 1}; 

2) X = {( x , y , z ) 6 R 3 : x 2 + y 2 - z 2 - 1 = 0}, £= {( x , y , z ) € R 3 : ax bz = 1}. 

15. 仿射空间 S 中的一个二次曲面与一条直线/的交集是由0, 1, 2个点或由£所组成，对 
每种情形给出例子. 

16. 在仿射坐标系 F， 求下列二次曲面的标准方程， 

1 ) x 2 + 5y 2 + 9 z 2 -h 4 xy + 2 xz -f \0 yz — 2 z — 2 — 0; 

2) 4 xy + 2 2 - 1 = 0 ; 

3) Axy — z 2 *- 1 = 0 . 

17. 在直角坐标系下，求 F 列二次曲面的标准方程： 

1) x 2 — 2 y 2 — 2 z 2 — Axy -f 4xz 4- Syz 一 2x + y — 4z + 1 =0; 
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2 ) x 2 y 2 z 2 2xy 4 - 2xz 4 - 2yz + 2 x + 2 y + 22 + 1 = 0 ; 

3) 3x 2 + 6y 2 -f 3z 2 — 4xy - 8xz - 4yz + 2x + 2y + 4z + 4 = 0; 

4) 2x 2 + 2y 2 + 32 2 + 4xy -f- 2x2 ： -f- 2yz — 4x + 6y — 2a ： 4- 3 = 0; 

5) 2x 2 -f 5y 2 -I- 2z 2 — 2xy - 4xz + 2yz + 2x — lOy — 2z — 1 = 0; 

6 ) Ax 2 + y 2 + 4 之 2 - Axy -f 8 x 2 — Ayz — 12x — \2y 6z = 0. 

18. 求下列二次曲面的中心》 

1 ) fr + - fr = ± 1 ； 2 ) ax 2 + by 2 = l(ab^0); 

3) X 2 = a 2 ; 4) ax 2 by 2 = 2z ( a , b 不全为零). 

19. 求 fr + 

20. 对于二次曲面 X ，方向 W 与非奇向 t ; 共扼，当且仅当12平行于 r 的共轭 径面; 设 Tn ，7 T 2 
分别为非奇向 V ， ti 的共轭径面，则 V || 7 T 2, 当且仅当 U || TTh 

21. 证明 ： S : - g = 1无 奇向； 方向（1，0,2)为渐近方向，并求其共轭径面. 

22. 证明：平面 7 r :4 x — 3汉十 2 — 1 = 0为二次曲面 A ： : 3 x 2 + z 2 — 2xy - yz - x - l = 0 

的一个径面，并求与 7 T 共轭的方向. 

23 . 求 5 : - = 1 的中心，奇向，径面及其共轭 方向. 

24. Six 2 -y 2 -z = l 的 奇向； 证明：（1，1, 1) 为非奇渐近方向，并求其共轭 径面. 

25. 试求平面 n : Ax + By + Cz D = 0(D ^ 0) 为二次曲面 X : ax 2 ^ by 2 cz 2 = 1, 


± l ( a ,6, c > U ) 的中心，渐近方向，渐近线及渐近锥面. 


(abc # 0) 的切平 面的充分必要条件. 

26. 求下列曲面的奇点及曲面在正则点 r 0 ( x 0 , yo ^ o ) 处的切平面方程. 

^ + 6? _ = 1 ； 2) ^ ^ =2z; 3) fr — 5 ^ = 0; 4) x 2 = a 2 . 

27. 设 X 为二次曲面.证明： 


1) X 的过点 r 0 的切线构成一个以 r 0 为顶点的锥面（称为切锥面)，且其方程为 


Q(ro)Q(r) — (rj At 4 - 2 fe T r + c) 2 = 0; 

2) 若 r 0 为正则点，则此切锥面为切 平面； 

3) 如果 Ar 0 + 6 / 0,则以 r 0 为顶点， C 7 为准线的锥面为切锥面，其中 C 为 A ： 与平面 
7 T ： (力 r 0 + b) T (r 一 r 0 ) = 0的交线 ， tt 称为通过 r 0 的 A ： 的极平面. 

28. 证明： 二次曲面 JV 的所有以 I ； = ( xo . yo . zo ) 为方向的切线所构成的柱面（称为平行于 
v 的切柱面）的方程为： q(v)Q(r) - (v T Ar-h b T v ) 2 = 0. 

29. 求二次曲面 + # -餐 =土1 的分别以 (0,1,2), (0,0,0)为顶点的渐近方向锥 
面方程，并指出何为 X 的渐近锥面. 

30. 设心，心为中心二次曲面 X 的三条互相共轨的 肓径. 证明，其中任意两条所在平 
面是第三条的共癍径面. 

31. 证明：中心二次曲面的主直径是它的对称轴. 

32. 求 F 列二次曲面的相互垂直共轭的主方向及其共轭的主径面. 

1) 2 x 2 — y 2 — z 2 4- 4 x 2 — 2 x — 4 y — 6 z — 12 = 0 ; 

2) x 2 -f y 2 — 2 xy — — 4 y — 2: + 3 = 0; 

3) xy ^ yz ^ zx = a 2 . 
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33. 证明：方程 S + 给十 会 —1 + k(Ax + By +。+ D ) = 0表示经过曲线 



2 2 
z y 
7 + a 


a 


2 


4 


6 2 c 2 



Ax + By - I - Cz + D = 0 


的椭球面族 （ A : 为参数)，并求此族曲面的中心的轨迹方程. 

34.当 m ， n ， p ， a ， 6, c 满足什么条件时，平面 z = mx -\- ny-\-p 与单叶双曲面 

a 2 b 2 c 2 


的交线是椭圆、双曲线或抛物线？. 

35.当 m 取何值时，平面: r + my — 1 = 0与双叶双曲面 x 2 - hy 2 - z 2 = -l 的交线是椭圆、 
双曲线或抛物线？ 

8.4 节习题 

36•设V为 n 维向童空间.证明： P ( V ) 的每个图集至少含 (n+1) 个仿射图. 

37. 设 V 为 n 维向量空间， yi ,---, yn 是点 f € P ( V ) 在仿 射图& 上的像的非齐次坐标. 
求它在仿射图&上的非齐次坐标. 

38. 证明》对于复射影空间的每个射影变换，存在仿射图，使得它是仿射变换. 

39. 点 Pl , p 2 , p 3 , p 4 的交比 J 在置换下如何改变？证明：下式在任意置换下不变： 

(<5 2 - J + I) 3 
• 叩-1) 2 . 
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附录 


1算术与代数基本定理 

1.1 自然数 

自然数1，2，.••是人们熟知的对象.数学中有必要从逻辑上给出自然数集 N 
的严格定义.下面给出 Peano 的自然数公理体系. 

定义 1.1 一个非空集合 N 称为一个然数集, N 内的元素称为自然数，如果 
它具有下列性质： 

(1) N 含有一个特定元素，记作1; 

(2) 存在 N 到自身的一个映射，记作厂 N — N，n ^ <称为后继映射， Y 称 
为 n 的后继，而且， 

( i ) /是单射， 

( ii ) 对任意 n € N , f ( n ) ^ 1; 

(3) (归纳公理）假设 N 的一个子集 S 具有下述 性质： 

(0 1 e S ; 

( ii ) 若 n e 5,则 /( n ) € 5, 

那么 

后继映射保证我们可以用自然数来计数，这是算术的基础.定义了加法以后， n ' 
就是 n + 1. 直觉上，自然数是由1重复取后继得来的，即计数跑遍所有0 然数.归 
纳公理是归纳证明的基础.我们经常要证明一个断言或命题 A 对于每个自然数 n 
都成立.如果用 S 表示使 P n 成立的所有自然数 n 组成的集合，那么,命题 P n 对于 
每个自然数 n 都成立，等价于 5 = N . 因此归纳公理可翻译成如下熟悉的形式. 
数学归纳法： 设是一个与自然数相关的命题.如果 

( i ) 命题尸 1成立; 

( ii ) 若命题 A 成立，则命题/ V 也成立， 

那么命题 Pn 对于所有自然数都成立. 

也可以用 Peano 公理来作归纳定义.归纳定义或递归定义是指用 G 然数作为 
指标的对象序列的定义，这些对象中每一个都用前一个对象来定义.例如，函数 
C n = x n 的递归定义为： rc 1 = a:, x n， — x n x. 

归纳定 义法： 如果⑴ G 已定义好， （ ii ) 从 Cn 确定 CV = C n+1 的法则已给出， 
那么，对于一切自然数 n ， 就都已定义好. 
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自然数的加法和乘法运算可用归纳定义法给出. 

加法： m + 1 = m ’， m + n ’ = (m + n ) f . 

乘法 ：m • 1 = m ， m • n r = m • n m . 

现在就可证明加法和乘法的运算律了.这里只给出加法结合律的证明. 

加法满足结合律：对所有 a , 6 ， n € N，（a + 6) + n = a + (6 + n ). 

证先验证 n = 1 的情形 （ a ， 任意)，由定义， 

(a -f 6) + 1 = (a + fc )’ = a + 6’ = a + (fe + 1). 

假定结合律对某个 n 和所有的 a ， 成立,往证对于 n ' 结合律也成立： 

(a + 6) + n ' = (a + 6) + (n + 1) (定义） 

= ((a + 6) + n ) + 1 (n = 1 情形） 

= ( a +(6 + n )) + l (归纳假设） 

=a + ((& + n ) + 1) [n — 1 情形） 

=a + (6 + (n + 1)) (n = 1 情形） 

= a+(6 + n ，） （定义） □ 


定理 1.1 (最小数原理） 自然数集 N 的每个非空子集 S 都有最小数. 

证令 M = {m e N : V s m < s }， 则 1 € A / •又5非空，设 s 则 
s + 1《 M ， 所以 M # N . 于是由归纳公理，存在，6 M , 使得/ + 1 g M . ， e M 表 
明^小于或等于 S 中每个数，若彳小于 S 中每个数，则彳+ 1小于或等于 S 中每个 
数，与/ + 1多 M 矛盾.因此，/等于 S 中某个数且小于或等于 S 中每个数，即 < 是 
S 中的最小数. 口 


定理 1.2 (第二数学归纳法） 设是一个与自然数相关的命题.如果 

( i ) Pi 成立； 

( ii ) 若对每个小 T 71的自然数 fc ， 八成立，则 A 也成立， 

那么，对于一切自然数 n ， 命题 P n 都成立. 

证 假设命题不是对于一切自然数都成立.令 S 表示使命题不成立的所有自 
然数组成的集合.那么 S 非空.由最小数原理， S 中有最小数 m . 由 （ i ), 巧成立.所 
以 m 一 1. 对小于 m 的自然数 fc ， 因 m 是 S 中的最小数，所以 A : ^ 5, BP P k 成立. 
于是由⑻， Pm 成立，因此 m 多矛盾. □ 

例 1.1 序列〜=1 , a 2 = 2, a n — a n -i + a n ~ 2 , n > 3 的通项公式为 






1-f v/5\ n+1 
~ 2 ~ 


-( 


1 - 


2 



n+l 


( 1 . 1 ) 


证对 n 归纳.直接验算，当 n = 1，2时，公式 (1.1) 成立： 

1 //l4-v/5\i+i /1-\/5\ 1+1 \ 1 /3 + v^ 3-x/5\ ， 

^ ((丁 ） 一 ) J = 7! V ~ - 2 -J = 1 

碑 —㈤(¥- 1+ ¥ )=2 , 
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假设当 fc < n 时,公式成立，要证当 A = n + 1时，公式也成立.事实上， 



因此，由第二数学归纳法，公式 （1.1) 对一切自然数成立. 


1.2 整数的整除性 


整数集 Z 对除法运算不封闭，但有带余除法，由此引出整数的整除理论. 

定理 1.3 设 a , 6 € Z ，且6 / 0,那么存在一对整数 g 和 r , 使得 

a = bq -\- r , 且0 ^ r < |6|. 

另外，满足以上条件的整数 g 和 r 是由 a 和6唯一确 定的. 

证先设 b > 0. 考虑集合 S = {a - W : a -况彡0, f € Z } •若0 G 则存在 
qeZ , 使得 a = 6 (/ .若 0 多因 6 # 0 ,易知 S 是 N 的一个非空子集.由最小数 
原理，<5含有一个最小数，设为 T = a — bq 、 于是 a = 6<7 + r , 且 r > 0 •若 r 彡 6 ,则 
a - b ( q + l)e S . 这与 r 的最小性矛盾.因此 r < 6 , g , r 即为所求.考虑 6 < 0的 
情形.此时 -6 > 0 .由已证情形，存在整数 g ， r ， 使得 a = g (- 6 ) + r = (- g)6 + r ， 且 
0 彡 r < | 6 |. 存在性 得证. 若另有 q f , r f G Z , 使得 a = 6g ' + r '， 且 0 彡 r *' < | 6 |，则 
bq + r = bq ’ + r ’ , 于是 | 6||g - — \t - ^\. 如果 g 一 〆 ，那么前面等式左端 > |叫. 
但 0 彡 r , 〆 < |6|, 可知等式右端< 这个矛盾说明 q = q\}kmr = r \ 唯一性 

得证. 口 

定理 1.3 中，由 a 和6唯一决定的整数 g 和 r , 分别称为6除 a 所得的商和余 
数.例如，18 = (-5)(-3) + 3,所以-5除18所得商为-3,余数为 3. 

定义 1.2 设 a ， 6€ Z . 如果存在 c € Z ， 使得 a = 6 c ， 那么就称6整除 a ， 记为 
b \ a . 此时称 fc 为 a 的因子， a 为6的倍数. 

根据定义，若 0| a , 则 a = 0.若 a 丨1，则 a = 士1 .如果6 一 0,那么 fe 整除 a , 当 
且仅当6除 a 所得余数 为零. 对于任意 n € 都有士1丨 n , 土 n 丨 n , 我们称士1，士 n 
为 n 的平凡 因子.以下简笮性质留作 练习. 

弓 I 理 1_1 设 a ， fe，c 6 Z . 

1) 若 a 丨6, 6 I c , 则 a I c ; 

2) 若 a I 6 ， a I c ， 则 a I -f vc, V u , t ; 6 Z ; 

3) 若 a I 6, & I a ， 则 a = 士6. 
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定义 I . 3 设 a ， 6 G Z . 如果整数 c 既是 a 的因子，又是6的因子，那么就称 c 
是 a 与6的公因子.如果 d 是 a 与6的一个公因子，而且 a 与6的每一个公因子都 
能整除 d ， 那么就称 d 是 a 与6的最大公因子. 

根据引理 1.1 3)， a 与6的任意两个最大公因子之间只差一个符号.我们用 （ a , 6) 
表示非负的最大公因子.因此，若最大公因子存在，则 ( a ,6) 唯一. 

定理 1.4 任意整数 a 与6的最大公因子 ( a , 6) 一定存在，而且， （ a ，6) 可以表为 
a 与6的一个整系数线性组合，即存在 u，v € Z , 使得 （ a , b ) = ua -\- vb . 

证 如果 a = 6 = 0,那么 （ a ，6) =0. 设 a 与6不全 为零. 考虑 Z 的子集 
A = { ma - j-nb : m , n e Z }. 显然,乂中有正整数.由最小数原理,可设 c = moa + n 0 6 
是力中的最小正整数.对于 d e Z , 若 d 丨 a , d 丨6,则 d I m 0 a + no 6 = c . 根据定理1.3, 
存在 q y r eZ , 使得 a = qc + r ， 其中 0 彡 r < c ， 所以 r = a-qc = { l - qmo ) a-qnob e A . 
由 c 的选取知 r 非正，因此 r = 0, 即 c I a . 类似地 ， c | 根据最大公因子的定义， 

c = ( a , 6). □ 

下面考虑如何求两个整数的最大公因子的问题. 

首先注意到如下事实：给定整数 a , 6且( 1 = 6( ? + 7*，则⑷6) = (6，). 

事实上，由 （ a ，&) | a , ( a ，&) | 6,以及 r = a-bq 即得 （ a ，6) | r . 所以 （ a ,6)|(6, r ). 
同理可证 (6, r ) I ( a , 6) •故 ( a , b ) = ( b , r ). 

给定整数 a , 6, 0 < 6 < a , 做带余除法，得 

a = bgi - j - r l7 0 ^ rj < b . 

因此，求 ( a , b ) 的问题化归为求较小的数6, r 的最大公因子. 

若 n = 0,则 （ a ，6) = ( 卜 7*) = 6.若 n 一 0,则再做带余除法 

b = ng 2 -f r 2 , 0 < r 2 < ri , 

n = r 2 q 3 + r 3 , 0 < r 3 < r 2 , 


- 1 = ^n^n+l ^ u+1 - 

非负整数 n ， r 2 , • • • 依次递降，所以有限 （ n ) 步后，必有 rn+1 = 0. 这时， 

(M) = (Mi) = (ri,r 2 ) = (r 2 ， r 3 ) =…= (r n _ 1 ? r n ) = r n . 

这种求最大公因子的筧法叫做辗转相除法，也称为 Euclid 算法. 

定义 1.4 设 a , 6 € Z . 如果 （ a ，6) = 1,那么称 a 与6 互素. 

命题 1.1 设 a , 6 G Z . 则 a 与6互素的充要条件是：存在 u ， t ; € Z ; 使得 

ua^r vb = 1. 
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证必要性由定理 1.4 得.反过来，若有 U ， 1；€乙，使得仙+ 1；6 = 1.由引理 1.1 
2)，得 ( a , 6) 丨 ua + t ;6= 1，于是 ( a , 6) = 1. 充分性 得证. 口 

命题 1.2 设 a 、 b , c 都是整数.如果 a | 6 c ， 且 （ a , 6) = 1，那么 a | c . 

证设 （ a , 6) = 1, a I 6 c . 由命题 1.1， 存在 i ; € Z ， 使 wa + = 1. 于是 

uac -f vbc = c •由引理 1.1 2) 得 a I wac + v 6 c . 于是 a | c □ 

定义 1.5 设整数 p /0, 土 1 •如果 p 除平凡因子士1，土 p 之外没有其他的因子, 
那么 P 称为素数（或质数)；如果 P 不是素数，那么 P 称为合数. 

当 p 一 0, 土 1时， p 和 - p 必同为素数或合数，所以我们约定，以后若没有特别 
说明，素数总是指正的. 

命题 1.3 设 p 为素数， n 为任意整数，则 p | n 或 n ) = 1. 

证根据定义， ( p , n ) I p , 又 p 为素数，所以 ( p , n ) = 1，或 ( p , n ) = p .当 ( p , n ) = p 
时，有 P I n . □ 

命 S 1.4 设 p 为素数, a ， bez . 如果 p I a 6, 那么 p 丨 a , 或者 p 丨 6. 

证由命题 1.3, p 丨 a 或 ( p , a ) = 1. 由命题 1.2, 当 ( p , a ) = 1时， p 丨 6. □ 

运用数学归纳法不难将命题 1.4 推广为： 

若素数 P 整除 n 个整数之积，则 p 必整除其中的一个. 

定理 1.5 (算术基本定理）任意大于1的整数 a 可以表示为有限个素数的乘 
积.如果不计这些素数在乘积中的排列次序，那么这种表示法是唯一的. 

证假定大于1小于 a 的任意整数6都能表示为有限个素数的乘积.如果 
a 是素数，那么 a 就是一个素数的 乘积. 否则， a 是合数，因此 ci = 66'，其中6, 6' 
为大于1小于 a 的整数.由归纳假设，6, V 都可以表示为有限个素数的乘积.因 
此 a 也能表示为有限个素数的乘积.由第二数学归纳法，存在性 得证. 假设 a = 
Pi = Q \ … 9 m ， 其中 PU -' iPn ^ qir -, Qm 都是素数对 n 用数学归纳法来证明 
表法唯一.当 n = 1时 ， a = P 1 是素数.结论自然成立.假定一个大于1的整数若 
能表示为 n - 1个素数的乘积，那么表法唯一.我们来证 a 的表法唯一 . 整除乘 
积仍… gm ， 它必整除乘积中的一个.不妨设 又 ( h 是素数，所以仍= 奶 •于 
是 P 2 …〜=奶 • • 1 m . 由归纳假设 ， n - 1 = m - 1，且适当重排 <]2,…， 之后，有 
P 2 = </2, …，如.因此 a 的表法唯一 . 由数学归纳法，唯一性 得证. 口 

上述定理也称为唯一因子分解定理.通常将整数分解为素数乘积后，将其中相 
同的素因子写成方幂形式.于是，任意非零整数 a 都可写成如下形式 

a = 土 • * * Pfc fc ,尧彡 1， n ，• • • ， nt 彡0， （1.2) 

其中 P !， •••， Pfc 为互不相等的 素数. 这叫做 a 的素因子标准分解式， 

推论 1.1 ( Euclid ) 存在无限多个素数. 


证假设 Pi， …， Pfc 是所有素数.考虑整数 q = Pi -• -pk + 1. 易知^ > 1, 
Pi \ q , i = 即是一个大于1但没有素因子的整数.这与算术基本定理矛 

盾.因此存在无限多个素数. 口 

1.3 代数基本定理 

复数域 c 上每个次数大 T 零的多项式都有根.这就是代数基本定理.证明要 
用到实数的性质，因此要引入复数序列的极限概念.我们知道，复数的模就是表示 
此复数的向量的长.因此， h -勿|就是复平面上两点 q 间的距离. 

定义I . 6 复数序列 {Zk} 收敛于 A 记为办 — A 如果 | A — 爿 — 0. 

引理 1.2 设 z k = x k f iy kl z = x -\- ty , 其中 x fc ，y fc ，a:，y € R， 则 

1 ) z k ^ z 当且仅当 & — x , 且 — y ; 

2) 若 A — 则 I 办 I — I 之 I; 

3) 若办 — 扣* 一 W；， 贝 lj Z k - hWk -* Z - hW , ZkWk — zw ; 

4) 若 A — z， 且 / € C[x]， 则 f ( z k ) f ( z ); 

5) 若 A — oo , 且 / € C[x], deg / > 0,则 |/(2 fc )| — oo. 

证 1) 因 - z \ = yj \ x k - x \ 2 -f \ y k - y \ 2 , 由 — x ，yk — y 推出 A — z. 
反之，由不等式 |xfc - x \^ \ z k - z\ y \ y k - J/I < \zk - z \ 得证. 

2) 由 \\ z k \ - \ z \\ ^ \ z k - z \ 得证 • 

3) 由 |(2 fc + iu fc ) - ( z -\- w )\ =： \( z k - z )( w k - w )\ ^ \ z k - z| + \ w k -切 I — 0,和 
\ZkWk - zw \ = \(Zk - z)wk + z(wk - t^)| ^ \Zk - z \\ wk \ -f 1^11?^ - 切 | —► 0 得 . 

4) 由 1) , 2), 3) 得证. 

5) 设 f ( z ) = a n z n + --- + aiz + ao, a n / 0,则 

lf( z k)l= |^| n |a n + : 1 + … + 普 I 

*r(w - 聲…-器 )—。 o. 

引理 1.3 (D’Alembert ) 设 /( rr) e C ㈤是一个次数大于零的多项式，且 /(z 0 ) 一 
0. 则在勿的任意邻域内，存在使得 l /( z)l < j /( zo ) l . 

证将/⑷表为卜 - %)的多项式，再用/(%)除，得 


/⑷ 
/㈤ 


1 + Cp(z — Zq) p + Cp+\(z — 2o) P+1 + …+ Cn(z — Zo) n (c p ^ 0). 
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其中9是一个 （n - p - 1) 次复系数多项式.如果 C 是 p 的系数的最大模，那么 
| 分⑷ | 彡4 = (n - p ) C . 因此，对于 t < 


A 


/(:) 

fM 


< 1 一 P + At ^ 1 = 1 - t p (l - At ) < 1 


□ 


定理 1.6 复数域上每个次数大于零的多项式 /( z ) 都有根. 

证令 M = inf , |/( z )| .由下确界的定义，存在复数序列以，使得 


f ( z k )\ - M . 


(1.3) 


如果 序列办 是无界的，它必含有一个子序列趋干无穷.由引理1.2,这与 （1.3) 矛盾. 

因此，存在 C > 0,使得|邡| < c , V fe . 设办=办+ 则 

% 

\ xk \ ^ \ zk \ ^ C , \ y k \ ^ \ z k \ ^ C . 


由 Bolzano-Weierstrass 定理,序列:含有收敛子序列.不妨设 -♦ 抑，类似地，不 
妨设 Vk — yo . 那么由引理1.2,得 z k ~* z 0 = x 0 + iyo ,于是 

1/⑷卜 |/(2 0 )卜 M . • 

由 D’Alembert 引理及 M 的定义，得 M = 0,即/(卻）= 0. □ 


2代数基本概念 

简单地说，带有运算的集合称为代数结构.代数学就是研究各种代数结构的学 
科.群、环、域是数学中最基本最重要的代数结构.我们将引入这些概念，但不作深 
入讨论. 

2 .1 代数运算 

我们知道,对于任意两个实数: r , y ， 有唯一确定的一个实数 x + y 与之对应.从 
映射的观点，实数的加法运算实际上是一个映射 


+ : R x R —► R ， （ X ， y ) r + y . 

将它限制到 z x Z , 得到映射+ : Z x Z — Z ，( m , n ) rn + n , 这就是整数的加法. 
同样，实数的乘法运算也是一个映射 x : R x R ^ R , ( x , y ) ^ xy . 

向董的加法运算+ : E 3 x E 3 — E 3 ，( a , 6) ► a -f 6同样是一个映射. 

函数的加法运算也不例外.将实数集 R 上的实值函数全体记成 R R 对任意 
/, p G R R , 定义 / + P 为 

(/ + g)(x) = /Or) + g(x) y VxGR. (2.1) 
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我们得到映射+ : R r X R r ^ R r , ( f ， g ) ^f + 9. 称为函数的加法. 

从数的运算、向量的运算、函数的运算，我们看到，虽然这些对象不同，运算的 
定义方式也不同，但是它们却表现出一些共同的运算性质.我们一般地给出代数运 
算的定义如下. 

定义 2.1 设 S 是一个非空集合 . S 上的一个运算是指一个映射 

麝 

o ： S x S —> S, ( m ， n ) 卜> m o n ， 

即对 s 中任意两个元素都有 S 中唯一确定的一个元素与之对应 . s 连同运算 。一 
起称为一个代数结构，记为 (5,0). 

集合 S 中的元素可以是数，也可以是其他对象.数域 Q , R ， C 是熟知的代数 
结构的重要例子.所有自然数的集合 N 、 所有整数的集合 Z 、 所有非负整数的集合 
Z + = NU {0}、 所有非负实数的集合也都是熟知的代数结构.除数集外，还有 
大量其 他代数结构.下面就是两个熟悉的例子 • 

例 2.1 设 S 是一个集合.考虑 S 到自身的所有映射，即 S 上的变换构成的 
集合 T ( S ). 两个变换的乘积还是一个变换. f 是，我们得到集合 T(S) 上的一个运 
%. 对于特定的集合4考虑具有某些性质的变换，就得 到大董 称为群的代数结构的 
例子.例如，两个空间（平面）等距变换的乘积还是一个等距变换.考虑空间（平面) 
的所有等距变换构成的集合和它上面的乘法运算,就得到称为等距变换群的代数结 
构.同样地，两个仿射变换的乘积是一个仿射变换，全体仿射变换的集合关干变换 
的乘积是一个称为仿射变换群的代数结构. 

例 2.2 空间中全体向 M 组成的集合关于加法运算和外积运算是具有两个运算 
的代数结构的例子.但是，两个向量的内积不是一个向量,所以内积并不是上述意义 
下的运算.代数学中同样要考虑象内积这样更一般的运算. 

以上例子是在对现实世界的研究中或数学内在发展过程中自然出 现的. 理论上 
你可以考虑任意集合上的任意运算.但是，真正具有实际意义的代数结构并不多. 
而且，对于代数结构的研究,代数学家只关心那些可以由其运筧表示的性质.这个观 
点可用同构的概念来表达. 

定义 2.2 设集合 s 上有一个运算集合 r 上有一个运算 *. 如果存在双射 
f'S — S 、 使得对任意〜6 e S , 有 /(a o 6) = /⑷ * /⑻，那么称代数结构（5, 0 ) 和 
(7>)是同构的，记为 (5, a ) - (7>).此时映射/称为 （ S ， o ) 和（7>)之间的一个 
同构. 

类似地可定义带有两个或多个运算的代数结构之间的同构. 

例 2.3 映射 R + … R，a ^ log 2 a 是 （ Il + ， x ) 和 （ R ,+) 之间的同构.实际中 
常利用这一同构将乘法转化为加法.如果取其他数为底，如 e , 10,我们得到不同的 
同构，由此可见,两个同构的代数结构之间可能有许多不同的同构 • 
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例 2.4 设 S 是空间中所有平移变换组成的集合. 一 个向量5定义一个平移， 
记为 k 显然，向量的加法对应平移的乘积，即^^ o 化.因此，映射5 — Q 是 

代数结构 （ E 3 ，+) 和 (5, o ) 之间的一个同构.第 i 章关于向贵的讨论中，你完全可以 
用平移变换代替向萤.例如，零向量对应的就是恒等变换.平移是基本的运动，这正 
是我们称向 M 是表示位移的基本几何量的含意. 

显然，如果两个代数结构同构，那么，任意一个用运算表达的断言或命题在一个 
代数结构中成立当且仅当它在另一个中也成立. • 例如 ，设。 是集合 S 上一个运算，如 
果对任意 a, 6 e 5, 有 ^。6 = 6oa, 则称 S 上的运算。是交换的.如果 （ S ， o) 和 （ T ； *) 
同构，且 s 上的运算。是交换的，则 r 上的运算 * 也是交换的.事实上，设/: s — r 
是一个同构.那么对于任意的 a, b e 7 ； 存在 C，e 乂使得 /(C) = A /(d) = 6 ,于 
是 a * 6 = /(c) * /(d) = /(cod) = f(d o c) = /(d) * /(c) = b*a. 因此，同构的代数结 

构是同一对象的不同模型，选取哪一个模型来研究这是无关紧要的.然而，对于特定 
的问题，有时某个模型可能会比其他模型好用. 

设 (5, o ) 是一个代数结构， r 是 s 的一个子集.称子集 r 关于运算。是封闭 
的，如果对任意 a, b€T, 有 aobeT. 此时,运算 o 可以限制在: T 上成为: T 上一个 
运算，于是 T 关 T 此运算也成为一个代数结构.如果 S 上的运算。有某个性质可 
用等式表出（如交换律，结合律)，那么作为 r 上的运算也有同样的性质.但是有些 
性质可能不会遗传到了 中） 

2.2 群的定义 

代数学中最基本的思想之一就是采用公理化方法，同时研究具有相同运算性质 
的各种代数结构.只要它们满足同样的一组公理，那么由这组公理推出的每个定理 
在各个具体情形都是成立的.众所周知，实数的加法有下列基本性质： 

1) a -f 6 = 6 -f a , 

2) (a + 6) + c = a + (6 + c )， 

3) a - f - 0 = a , 

4) a + (— a ) = 0. 

由此可推出实数加法的其他一些性质.例如，加法满足消去律，即对任意实数 
a , 6, c , 如果 a -f c = 6 + c ， 那么 a = b. 事实上，相继利用上面性质3)，4)， 2) 得 
a = a 4-0 = aH -( c-h (一 c )) = (a + c ) + (― c ), 于是6 = (6 + e ) + (- c ). 因此，在 
a + c = 6十 c 两边都力 n — c ， 得 a = b. 

实数的乘法有类似于 1) 〜 4) 的性质： 

1’） a 6 = 6 a ， 

2') (ab)c — a(bc)^ 

3 ’）al = 1， 
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4’） aa~ l = l(a ^ 0). 

除记号不同外，两组性质唯一的差异是 4') 中假定了 a ^ O . 对照上述推理，立即得 
到乘法消去律：对任意 a , 6, c 6 R , 如果 ac = 6 c ， 且 c # 0,那么 a = 进一步，实 
数集 R 关于加法和非零实数集 IT 关于乘法具有相同的运算性质. 

定义 2.3 具有运算夂且满足下列性质的集合 G 称为一个 Abel 群. 

1) 交换律，即对任意 d ， & € G , 有 a + 6 = 6 + a ; 

2) 结合律，即对任意( X ，6, c € G , 有 （a + 6) + c = « + (6 + c ) e G ; 

3) 存在零元，即 G 中有元素（记作 )0, 对任意 aGG,^fa + 0 = a ; 

4) 每个元都有负元，即对于 a e G ， 存在6 e G ， 使得 a + 6 = 0. 

以上定义中采用了加法记号.对于一个代数结构，运算的名称和记号并没有特 
定的含意,但是我们通常称它们为加法或乘法，并且采用相应的记号.一方面我们可 
以利用实数运算记号的方便之处，另一方面，也暗示所考虑的代数结构和实数运算 
的类似 之处. Abel 群的定义也可用乘法语言叙述如下. 

定义 2.3' 具有乘法运算且满足下列性质的集合 G 称为一个 Abel 群. 

1) 交换律，即对任意 a ， beG ， 有 ab = ba .， 

2) 结合律，即对任意 a , 6, c € G ， 有 ( ab)c = a ( frc ); 

3) 存在单位元，即 G 中有元素（记为 ） 1，对任意 a e G ， 有 al = a ; 

4) 每个元都有逆元，即对于 a € G ， 存在6 € G ， 使得 M == 1. 

下面是 Abel 群的几个例子. 

例 2.5 E 3 ( E 2 ) 关于向景加法（定义 1.1). 

例 2.6 区间 [ a ， M 上所有实值函数组成的集合 R [ o > 61 关于函数的加法. 

从定义可以立即推出 Abel 群的一些简单性质. 

命题 2.1 设 G 是一个 Abel 群，则 

1) 苓元0是唯 一的； 

2) 每个元 a ^ G 的负元是唯一的，记为- a ; 

3) 消去律成立，即对任意 a， &， c € G ， 若 c + a = e + 6,则 a = 6. 

证 1) 设0,（ V 都是 G 的零元,则对任意 aeG ,^ a -^0 = aS . a -^0 , = 

别地 ， (T + 0 = O ' 0 + (T = 0. 由交换律得 0 + (V = + 0,所以 0 = 0，; 2) 设 a e V ，如 

果存在6, 6' € K ， 使得 a + = a + 6' = 0,则由零元性质有 6' = V + 0 = V + (a + 6)， 
6 = 6 + 0 = 6 +(tt + y ) = ( b -\- a )-\- b f . 由交换律和结合律得 (6 -f a ) 4-= 6' + (a + 6). 
因此 6 = 6'. 3) c 有负元 — c ， 由 a-hc = 6 + c 得 （a + c ) + (— c ) = (6 + c ) + ( - c )， 应用结 
合律得 a + ( c +(- c )) = 6 十 (c + (- c ))， 由负元及零元性质得 a - f 0 = 6- h 0, a ~ b . □ 

用乘法语言，上述性质就是说， Abel 群的单位元1是唯一的，每个元《的逆元 
o ~ l 是唯一的，而瓦乘法消去律成立，即若 ac = 6 c ， 则 a — b . 
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Abel 群的关于加法封闭的子集不一定是 Abel 群，因为它不一定含零元，也不 
一 定含每个元的逆元.例如， Z 是 Abd 群,子集 Z + 关于加法封闭，但是它不是 Abel 
群，因为除零外， Z + 中任意元的负元都不在 Z + 中. 

定义 2.4 Abel 群 G 的一个非空子集称为 G 的一个子群，如果 i / 关于加 
法 封闭； 而且，若 ci € / f ， 则 - a e 

Abel 群 G 的子群 i / 关于 G 的运算是一个 Abel 群.例如，加法群 R 含子群 
链: Z g Q G R . 平行于给定直线或平面的向量集合是群 E 3 的一个子群.任一 Abel 
群有两个平凡的子群：群自身和仅含零的子群. 

用乘法语言叙述子群定义如下： 

定义 K 乘法 Abel 群 G 的一个非空子集 H 称为 G 的一个子群，如果 H 关 
于乘法 封闭； 而且，若 a €丑，则 a - 1 € i /. 

例如，乘法群 R * 含子群链:{士1} CQ ^ CR *. 

最后指出，在 Abel 群的定义中，如果去掉交换律的要求，我们就得到一般群的 
定义.而 Abel 群就是满足交换律的群，因此也称为交换群.矩阵或线性变换的乘法 
都不满足交换律，因此一般线性群、特殊线性群、一般正交群、特殊正交群、等距 
变换群、仿射变换群、射影变换群等都是非交换群 • 

2.3 环与域的定义 

实数集同时具有加法和乘法两种运算，这两种运算由分配律联系起来. 一 般地， 
环和域都是具有两个运箅的代数结构,通常将其中一个叫做加法，另一个叫乘法.和 
Abel 群一样，环和域是对数的运算性质作合理的选取抽象而来的，它们概括了其他 

一 些重要的代数结构的例子. 

定义 2.5 有加法和乘法运算且满足下列性质的集合 F 称为一个域. 

1) F 关于加法是一个 Abel 群，称为 F 的加 法群； 

2) F m = F \{0} 关于乘法也是一个 Abel 群,称为 F 的乘法群； 

3) 对任意 a ， b , c € F , 有 a(b + c ) = + ac ，(6 + c)a = ba -\- ca . 

实数集关于加法和乘法运算是一个域，称为实数域.同样地，数域都 是域由 
命题2.1，若 F 是域，则零元和单位元是唯一的，且1 € 因此 F 至少有两个 
元 . F 中每个元有唯一的负元，每个非零元有唯一的逆元，因此在 F 中可定义减 
法 : a - 6 = a + (― 6 ),V a , G F ; 和除法 

a -r 6 = ab -1 , V a , 6 G F , 6^0. 

由分配律 ， aO + aO = a (0 -f 0) = aO , 再由加法群性质，得 = a () - a 0 = 0. 同理得 
0 a = 0 .于是 F 的乘法满足交换律和结 合律. 此外，域还有如下性质： 

命题 2.2 设 F 是域，则对任意 d ， 有 
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1) a (- 6) = {— a)b = — ab ， (— a )(—6) = ab ; 

2) 若 aft = 0,则 a = 0 或 6 = 0. 

证 1) a 6 + a (- b ) = a(b (- b )) = aO = 0. 类似地，得其余两式. 2) 若 a 一 0, 
则在等式 ab = 0 的两端乘 a - 1 即得 6 = 0. □ 

由于 Abel 群满足结合律，因此多个元素相加，不必考虑加法顺序.对于正整数 
n , 可以定义 na 为 n 个 a 之和，规定 Oa = 0 (0 e Z ), (- n)a = n (- a ). 那么对任意整 
数 n ， m ， 任意 a ，b e G ， 有 

(n + m)a = na + ma , n ( ma ) = ( nm ) a , n(a -f 6) = na -f nb . 

同样地,对正整数 n , 定义 W 为 n 个 a 的乘积.那么，对任意正整数 n ， m , 有 

a n a m = a nfm , ( a n ) m = a nm . 

当 a 一 0 时，还可定义 = 1， = ( a ^ l ) n . 

整数集也同时有加法运算和乘法运算，它关于加法是一个 Abel 群，关于乘法满 
足交换律和结合律，乘法对加法的分配律也成立，但是它不构成域，因为 Z 中的非 
零元一般没有逆元.类似这样的例子还有很多. 

定义 2.6 具有加法和乘法运筧的集合称为一个环,如果 

1) A 关•加法是一个 Abel 群，称为的加法群， e 简记为1; 

2) 对任意 a ， 6, c € /?，有 a (6 + e ) = cib + ac ，(b + c)a = ba + ca . 

若环丑 的乘法满足交换律，即对任意 a , be R,^ab = ba , WJ R 称为交换环. 
如果环 i ? 的乘法满足结合律，即对任意 a , be R . a ( bc ) = ( d 6) c ， 则称为结 合环; 
如果环 开 内存在一个元素 e , 使得对任意 d €丑，有 ae = a = ea , 则 e 称为尺的单 
位元,简记为 1， 丑称为有单位元的环.易证， 一 个环如果有单位元，那么它的单位元 
是唯一的. 

例 2.7 全体偶数组成的集合 2 Z 关于普通的加法和乘法是一个无单位元的交 
换结合环. 

例 2 .8 E 3 关于向量的加法和外积运算是一个非交换非结合环.代替交换律和 
结合律的是反交换律和 Jacobi 恒等式. 

下面的例子都是结合环，通常简称环. 

例 2.9 整数集 Z 关于普通的加法和乘法是一个交换环. 

例 2.10 区间 [ a ，6 j 上全体实值函数关于函数加法和乘法是一个交换环. 

例 2.11 设 F 是域.全体系数在 F 中的 n 阶矩阵的集合 F nxn 对矩阵的加法 
和乘法是有单位元的非交 换环. 更一般地，若是环，则系数取自的所有 n 阶矩 
阵的集合 R nxn 对矩阵的加法和乘法也成一环. 

定义 2.7 在一个环中，元素6称为元素( I 的逆元，如果 ab = ba = 1. 
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一 个元素如果有逆元,则它的逆元是唯一的， a 的逆元记为 f 1 . 有逆元的元素 
称为可逆的.根据定义， 一 个域是一个有单位元1 (# 0) 的、交换的、结合环，且每 
个非零元可逆.命题 2.2 中性质⑴仍成立，但性质 （2) 不一定成立.因为这条性质 
用到非零元的逆元的存在性，而在一般的环中，并非每个非零元都可逆，如 Z 只有 
两个可逆元，1和- 1. 

定义 2.8 设及是环.如果存在 a , 6 € /?, a , 6 ^ 0,使得 a 6 = 0,则称 a 为 R 
中一个左零因子，6为右零因子.左右零因子统称为零因子. 

在无零因子环中，消去律成立：如果 ac = 6 c ， 或 ca = c 6, 且 c / 0,那么 a = b , 
事实上，由 ac = 6 c 得 (a - b)c = 0. 若 c # 0,贝 ij a — 6 = 0. 无零因子，有单位元 
1( 一 0) 的交换结合环称为 整环； 

例 2.12 考虑实轴上给定子集 X 上的实值函数环此环中有零因子的充 
要条件是 X 不是单点集.事实上，若 X 含多于一个的点，则可将 X 写成两个分离 
的非空子集的并集，即 X = X x UX 2 , XinX 2 -0. 对于< =1，2,定义力 ：X — R 
如下：当 x e A 时， fi ( x ) = 1，当 x 多兄时， fi ( x ) = 0. 那么凡/ 2 # 0,但是 
hh = 0,当 X 只含一个点时，环同构于 R . 

定义 2.9 环尺 的一个子集 L 称为 R 的一个子环,如果 L 是环 ft 的加群的一 
个子群，而且 L 关于乘法封闭， 还有1 e L . 

定义 2.10 域 F 的一个子集 L 称为 F 的一个子域，如果 L 是 F 的一个 子环； 
而且，若 a e £，且 a # 0,则 cr 1 e i . 

环尺的每个子环关于 H 的运算是环.例如 Z e Q S R 也是子环链 • 如果 L 是 
F 的子域，那么 L 关于 F 的运算构成域.例如 Q 是！ I 的一个子域. 

2.4 等价关系与剩余类环 

下面介绍等价关系，并由整数集构造剩余类环及含有限个元素的域. 

定义 2.11 设 S 是非空集.称集 S x S 的一个子集 RcSxS 为 S 上的一个 
(二元）关系.若 ( a , b ) € R , 则称 a 和6有关系丑，记为 aRb . 

可以将关系 H 理解为关于 S 中元素的一个条件，对于 S 的任意一对元素 ( a , 6), 
都能确定 a 与6是否满足凡数学和生活中，关系的例子随处可见. 

例 2.13 对任意 a ， 6 e Z ， 定义 O a | 6,因为 a | 6与 a 丨6有且仅有一个 
成立，即 （ a , ㈠ €只，或者 （ a ， 0 t 兄因此只是 Z 上一个关系. 

例 2.14 S 表示我校一年级全体学生组成的集合， ( iT % 表示 a 认识6,对于任 
意 a ， 6 € S , 要么 a 认识6,要么 a 不认识6,即要么 ( a ， b ) G R , 要么 （ a , 6) 穿兄因 
此 fi 是 S 上一个关系. 

例 2.15 考虑空间图形的集合两个图形 a 和6称为合同，如果存在一个等 
距变换将 a 变成 6. 这是 S 上一个关系. 
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定义 2.12 设 S 是一个集合， fl 是 S 上的一个关系.如果 满足： 

1) 反身性 * 对任意 a € 5,有 afia ; 

2) 对称性：对任意 a ， 若 a 仙，则 bRa ; 

3) 传递性：对任意 a ， b ， c £ S , 若 aRb , W ? c ， 则 aRc , 

那么我们称 R 为 S 上的一个等价关系.这时,如果 aRb , 也称 a 与6关于 i ? 等价， 
记为 a ^ 6,或简记为 a 〜 b . 

设 H 是集合 S 上的一个等价关系.对任意 a € 令 

R { a ) = { beS : a ^ b }. 

显然丑⑷是 S 的子集.由定义知，对任意 a € &有 a € R ( a ). 对任意 a , bG S , 
R ( a ) nR ( b ) ^ 0当且仅当 R ( a ) = R ( b ). 因此这些子集全体构成的集合 { R ( a ) : a e S } 
形成 S 的一个划分，即所有这些子集的并等于 S 且任意两个不同子集的交为空集. 
这些子集称为/?下的等价类 . S 中两个元素等价，当且仅当它们属于同一等价类. 
R 下等价类的集合称为 S 关于况的商集,记为 S / R . 定义映射 

7 T : 5 — S / R , a R ( a ) 

称 7 T 为由等价关系所确定的商映射. 

反之，任意一个映射 f'S — T 给出定义域 S 上一个等价 关系： 

a 〜 f { a ) = /( ft ), 

称为由映射/所确定的等价关系 . t 中一个元素 f e r 的原象/- 1 ⑷是 s 的一个 
子集，也称为/的纤维.非空纤维组成对应的划分. 

设集合 s 上有一个运算 *. 称一个等价关系和此运算一致，如果 

a ^ a \ b ^ b r a * b ^ a f * b r . 

此时，我们可以定义商集上运算如下： 

/ i ( a ) * R ( b ) = R(a * b ). (2.2) 

也就是说,对两个等价类作运算，只要在每个类中任选一个代表作运算，运算结果所 
在的类作为等价类的运算结果.如果等价关系和运算一致，那么这个结果并不依赖 
于代表的选取，这也称为商集上运算 （2.2) 的定义是合理的.显然， S / R 上的运算遗 
传了 S 上运算的那些可用等式表示的所有性质，如，交换律或结合律,零元（申.位元) 
和逆元的存在性.更明确地说，如果我们称 S 上的运算为加法，且 S 含有一个关于 
此运算的零元，则尺(0)是 S / R 中的零元.如果- a 是 a 的负元，则作为 S / R 的元 
素，(一 a ) 是 /1( a ) 的负元. 
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定义 2 .13设 n 是一个正整数.若 a , 6 € Z ， 且6 - a 能被 n 整除，等价地， a ， 6 
被 n 除有相同的余数，则称 a 与6模 n 同余,记作 a 三 b ( modn ). 

模 n 同余是的一个等价关系，等价类可用数0,1, • ■ •，n - 1来标记，第 r 类 
由所有被 n 除余数为 r 的数组成.含整数 a 的等价类称为 a 的模 n 剩余类，记为 
[a]n. z 关于模 n 同余关系的商集记为 Z „. 

可将写作 

Z ra = {[0]n，[l]n， …， [n - l ] n }, 

但 Z rl 中元素可以有不同表示.如， [ l] n = [ n-f l] n = [-( n - l )] n . 

设 a 三 a’(mod n )， b = ^/(mod n )， 贝 lj 

a-\-b = a r -\-b = a f ^^mod n ), ab = ab = a^^mod n ). 


这就表明 Z 上模 n 同余这一等价关系与 Z 中的加法和乘法运算都一致.因此我们 
可以定义 Z „ 中的加法和乘法如卜％ 

[a]n + [6]n = [a + 6]n，[ajn . 问 n = n• 

由于 z 是有单位元的交换结合环，因此 z n 按上述加法和乘法运算成为有单位元的 
交换结合环,称为模71剩余类环. 

例 2.16 在 Z 丨 25 中计算 [2] 1GG . 

解 计算得[ 2 】 7 = [ 3 ]，[ 2 ] 35 = [ 3 ] 6 = [-7]，[2] 50 = [-7][3] 2 [2] = [一 1]. 于是 
[2] 100 = ([一1]) 2 = [1]，即2 100 e l(mod 125). 

定理 2.1 Z Tl 是域，当且仅当 n 是素数. 

证如果 n 是合数， 如 n = kl ， 1 < fc，Z < n ， 则问 „ # 0， [ Z ]„ # 0,但 
[左] n[,]n = 网 n = Wn = 0. 因此 Z n 含零因子，所以 Z n 不是 一 个域. 

反之，设 n 是素数.对于 [ a]n 一 0,用环 Z „ 中的每个元素与它相乘得 

[0]n, [a]n, [2a]n, [( n - l)a] n . (2.3) 

这些元素互不 相同. 事实上,如果 [ka] n = [la] n , 0 < fc < Z 彡 n -1, 则 [(l-k)a] n = 0, 
即 （/ - 能被 n 整除，这是不可能的，因为 n 既不整 除/- A :, 也不整除 a , 且 n 是 
素数.因此序列 （2.3) 含 Z n 的所有元素,特别地含 [ l ] n , 即可逆. □ 

设 F 是域，1是 F 的单位元，使 nl = 0成立的最小然数 n 称为域 F 的特征，如 
果不存在这样的0然数，则称 F 的特征为 0. 丁•是，的特征为 n ， 而数域的特征为 0. 
域 F 的特征记为 charF. 如果 charF = n, 则对任意 a e F ， 有 ntt = (nl)a = 01 = 0. 

域 F 的特征 n 要么是苓，要么是素数.事实上，假设 n = W ， 1 < A:，Z < n ， 则 
nl = (/ cl )(/ l ) = 0. 因此 /cl = 0,或者 /I = 0,与特征的定义 矛盾. 


初等数学中大部分公式在任意域中仍成立，如果它们的推导只涉及加法和乘法 
• 例如,在任一域中，公式 （a + 6) 2 = a 2 + 2 a 6 + 6 2 成立.在特征为2的域中，形 


运算.例如，在任一域中，公式 （a + 6) 2 = a 2 + 2 a 6 + 6 2 成立.在特征3 
式更简单 ： （a + 6) 2 = a 2 + 6 2 .更一般地，在特征为 p 的域中 ， （ a +以 
特征不为2的域中，可应用二次方程求解公式. 


# + 在 


例 2.17 


在 Zu 中解 方程： x 2 - x + 2 = ( 
解由求根公式得 r 因 


[4] 


=⑵，得 


工1 


[ 1 ] + [ 2 ] 

~w~ 
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M 
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i 7 l x 2 = 
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M 
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1. 证明 * (Xi + X 2 + • • • + XmY = 5 Z • , ~ # 

‘1 + … +<m=n 

2. 设有一个与自然数有关的命题， 3 是一个自然数.如果 

i ) 当 n =： s 时,命题成立； 

ii) 若对于自然数 n(> s), 命题成立，则对于 n 十1命题也成立， 

那么该命题对于一切自然数都成立. 

3. 设 a 与 fc 是不等于零的整数， m 是整数，如果 a | m 且&丨 m， 则称 m 为 a 与6的公倍 
数.如果 m 是 a 与6的公倍数，而且 a 与 fe 的任意公倍数都是 m 的倍数，那里就称正整数 m 
为 a 与6的最小公倍数，记为 [a, 6]. 证明：任意两个均不为零的整数都有唯一的最小公 倍数； 且 
|a6| = (a, 6) [a, 6]. 

4. 设 p 是一个大于1的整数且具有以下性质：对 T 任意整数 a， 如果 p | 则 p 丨 ci 或 
p \ b . 证明 • p 是-个素数. 

5. 设 m，n e Z ， 记 mZ + nZ = {mx -f ny : x , y € Z }. 证明： 

1) mZ C nZ <=> n \ m; 

2) mZ + nZ = dZ， 其中 d = (m，n); 

3) mZ tiZ = Z <=> (m,n) = 1. 

6 . 设 4 = {a + : a, 6 € Z}， 称为 Gauss 整 数集.证明： 欠和 N 间存在一一 对应. 

7. 称复数0的阶为 n 彡1,如果 6 > n = 1，且对于0 < m < 71，/ 1. 证明：如果沒的阶为 
n， 且= l(fc > 0)，则 n | A:; 并求出阶为 n 的所有复数，这些数称为 n 次本原单位根. 

8•设 n，m 互素， a, 6 € Z . 求幣数 : r 使: r e a(modm ) 和 x E 6(modn). 

9. 证明： Z 的毎个？群形如 nZ := { nk : k ^ Z}, 其中 n e Z+. 

10. iE 明：二 ^ : a, feGRj 关于矩阵加法和乘法是一个域. 

11•设 A： 是一个集合.在由X的全体子集组成的集合 2 X 上定义一个运算如下： 


x \ l x l 2 2 


MAN = ( M \ N ) U ( N \ M), M，N e 2 X . 


称此运算为对称差.证明 ： 2 X 关 T 对称差运算和交运算作成一个环. 

12. 证明《域 F 的一个子集 L 是子域，当且仅当 L 关于减法和除法封闭， H 0 5 1 G L . 
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13. 证明：一个映射的非空纤维形成其定义域的一个划分. 

14. 将实数集 R 上一个等价关系丑看作 ( x , y )- 平面的一个子集.试解释反身性和对称性 
的儿何意义.并对 ( x , y )- 平面的下列子集尺确定它们是否满足反身性、对称性和传递性？ H 
是否是集合 R 上的等价关系？ 

1) {( x , x ) : x 6 R }; 2) 0; 

3) {( x , y)：y = 0}; 4) {( x , y ): xy-\-l = 0}; 

5) {( x , y ) : x 2 y - xy 2 - x + y = 0}; 6) {( x , y ) : x 2 一 xy + 2 x — 2 y = 0}. 

15. 证明： 对于任意正整数 n ， 环 Z n 中元索 Mn 可逆，当且仅当 n 和 A : 互素； 并且写出环 
Z 24 中的所有可逆元. 

16. 证明 Fermat 小定理：设 p 是素数，则对任意整数 a € Z ， 有 a = a p ( modp ). 
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直线把，313 

直线的方程，24 

秩，91, 94, 136, 155，203 

质心，288 
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中心对称，47，294 
中心投影，313 
中心直线把，27 
重心，30 
重心坐标，288 
重因式，183 
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主理想，180 
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最小数原理，330 

坐标，8，9，87 
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坐标式参数方程，22 
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(斜）对称变换，266 
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Cramer 法则，19，154 

Desargues 定理，320，322 
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Euler 角，61 
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Hermite 变换，278 
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Horner 算法，171 
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Jordan 块，221 
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Laplace 展开定理，151 

Mobious 变换，317，318 

Newton 定理，191 
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Pappus 定理，320 
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QR 分解，284 

Smith 标准形，227 
Sylvester 定理，250 

Taylor 公式，175 
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Vi^ta 公式，174 

Waring 公式，199 
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